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L, [kg/m?] akustische Induktanz
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T Transfermatrix

iy Transfermatrixelement
T (K] Temperatur
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1. Einleitung

1.1. Motivation

Diese Arbeit beschiftigt sich damit, eine mégliche Methode zur Dampfung von hochfre-
quenten Verbrennungsinstabilitidten aufzustellen. Das Auftreten von Verbrennungsinsta-
bilitédten, insbesondere in Raketenantrieben jedoch auch in Hochleistungsflugturbinen, ist
nach wie vor eines der schwierigsten Probleme bei der Entwicklung von Brennkammern.
Verbrennungsinstabilitdten in Brennkammern sind auf die komplexen Prozesse zwischen
der Akustik und der Thermodynamik bei der Zerstaubung, Verdampfung und ansch-
liessenden Verbrennung des Treibstoffs zuriickzufithren. Bisher ist es nicht gelungen die
Prozesse geniigend genau zu beschreiben, um die Instabilitdten eindeutig zu identifizieren.

Um dennoch eine stabile Verbrennung zu erreichen, kénnen durch geeignete konstrukti-
ve Mafinahmen die Instabilitdten geddmpft werden. Insbesondere sind diese Mafinahmen
Resonanz-Absorber oder Baffles, die normalerweise am Injektionsbereich angebracht
werden. Diese verursachen jedoch zusétzliche Kosten und erhohen das Gewicht und
allgemein die Komplexitat des Brennkammersystems.

Ein Beispiel fiir eine teilweise fehlgeschlagene Mission aufgrund von Verbrennungsin-
stabilitdten in der Brennkammer des Triebwerks, stellt der Ariane-Flug Nr. 142 dar [2].
Aufgrund des Fehlverhaltens im Aestus-Triebwerk der oberen Antriebsstufe konnte die
aus zwei Satelliten bestehenden Nutzlast nur auf eine niedrigere Umlaufbahn gebracht
werden als geplant.

Nicht nur in der Luft- und Raumfahrttechnik wird intensiv nach besseren Methoden
gesucht, auch in der Umwelttechnik, bei der Miillverbrennung, oder anderen industriell
eingesetzten Verfeuerungen, die eine hohe Energiedichte aufweisen, wird das Auftreten von
Verbrennungsschwingungen immer bedeutender werden. Es zeigt sich daher recht deutlich,
dass eine geeignete Methode zur Vorhersage und zur Beschreibung des Verhaltens in der
Brennkammer immer wichtiger wird. Durch die hohe Komplexitéit der unterschiedlichen
Wechselwirkungen zwischen Verbrennung, Akustik und Mechanik sind diese Probleme
allerdings nur noch numerisch handhabbar.
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1.2. Ziel der Arbeit

Aufbauend auf der Arbeit von R. Fiereder [3], soll ein analytisches
Modell zur Beschreibung der Verluste durch A/4-Resonatoren im Ab-
sorberring der Raketenbrennkammer eines Aestus-Triebwerks einer
Ariane 5 Oberstufe aufgestellt und untersucht werden. In der Arbeit
von R. Fiereder wurde hauptséchlich die Akustik der Brennkammer
numerisch, mit rein konstruktiven Absorbern untersucht, jedoch oh-
ne Berticksichtigung von akustischen oder strémungsmechanischen
Verlustmechanismen. Die Verschiebung der Eigenmoden konnte be-
stimmt werden, jedoch reichte die rein akustische Betrachtungsweise
nicht aus, um eine Dampfung der Eigenmoden zu beschreiben. Dies
soll anhand eines analytischen Modells in dieser Arbeit nachgeholt
werden.

Das analytische Modell der \/4-Resonatoren soll als Randbedingung
fiir eine weitere Implementation in ein bestehendes Finite-Element
Modell formuliert werden. Die Zielgrole dieser Arbeit ist die durch
Resonatoren verénderte Schallkennimpedanz an der Brennkammer-
wand.

Abb. 1.1.: Aestus-
Oberstufentriebwerk
der Ariane 5 [14].



2. Fliissigkeits-Raketentriebwerke

In diesem Kapitel soll ein kurzer Uberblick iiber die Technik von Fliissigkeits-Raketen-
triebwerken gegeben werden. Inbesondere die Verbrennung in der Brennkammer ist von
Interesse fiir diese Arbeit. Zur Auslegung und Inbetriebnahme von Fliissigkeits-Raketen-
triebwerken ist eine moglichst effiziente und stabile Verbrennung notwendig. Ist die
Verbrennung jedoch nicht stabil, so kann es zu erheblichen Beeintréichtigungen der Effizi-
enz des Triebwerks kommen, welche bis zur Schédigung oder vollstandigen Zerstérung
der Rakete fithren konnen. Auf diese Problematik, der sogennanten Verbrennungsinstabi-
litdten, wird insbesondere eingegangen.

2.1. Verbrennungsprozess

Die Reaktionskomponenten werden am Injektor in die Brennkammer eingefithrt und
reagieren dort stark exotherm. Dabei wird erhebliche Energie freigesetzt. Diese Energie
kann teilweise in Impuls umgewandelt werden und erzeugt einen Schub, der die Rakete
antreibt.

Einspritzungs-/ Schnelle Verbrennungs- ~ Strémende Verbrennungs-

Zerstaubungs-
zone

Schallnahe Strémungs-

| Uberschall
Expansions-
zone

Injektor

Verbrennungszone mit unterschall Strémung

Schallmauer

Abbildung 2.1.: Schematische Unterteilung einer Raketenbrennkammer [17, Copyright
ATAA].

Der Injektor ist flach und hat die Aufgabe, die Brennstoffe moglichst kontrolliert
einzufithren. Das Aestus-Triebwerk verwendet dabei ein bi-ergoles Treibstoffsystem beste-
hend aus Monomethylhydrazin (MMH) (CH3N2H3) und dem Oxidator Distickstofftetroxid



KAPITEL 2. RAKETENTRIEBWERKE

(N5Oy). Dies ist ein typisches hypergoles' Treibstoffsystem. Die Treibstoffeinspritzung
ist eine sehr kritische Grofle fiir eine stabile Verbrennung. Stérungen koénnen bereits bei
falscher Einspritztemperatur, falschen Einspritzgeschwindigkeiten oder ungleichméafiger
Zerstaubung des Treibstoffs auftreten.

Direkt nach der Einspritzungszone folgt die Verbrennungszone. Diese Zone ist gekenn-
zeichnet durch eine sehr schnelle exotherme Oxidationsreaktion. Die Temperatur steigt
sehr rasch an und erreicht maximale Werte im Aestus-Triebwerk von etwa 3191 K. Durch
die rasche Temperaturerhohung expandiert das Gas sehr schnell was zu hohen axialen
Geschwindigkeiten fiithrt. Die Verbrennung ist dabei kein stationédrer Prozess sondern
unterliegt starken lokalen Schwankungen. Diese Schwankungen stellen wiederum ein
Problem dar, da sie wieder zu Instabilitédten fithren konnen, die moglichst zu vermeiden
sind.

Im Anschluss an die Verbrennungszone mit hoher Reaktionsrate folgt eine Zone,
wo restlicher Brennstoff und andere Produkte weiter reagieren, jedoch mit axial ab-
nehmender Rate. Die Stromungsgeschwindigkeit steigt dabei weiter an und erreicht
Werte von 200 bis 600 m/s, um dann meist durch eine divergierende Laval-Diise bei
Uberschallgeschwindigkeiten nach auBen zu expandieren.

Da die Temperaturen in der Brennkammer bei bi-ergolen Systemen iiber 3000 K
liegen, wiirden, ohne eine Kiihlung der Brennkammerwénde, die Werkstoffe schnell an ihre
Schmelztemperatur gelangen. Nur bei Verbrennung eines monergolen Teibstoffsystems
wie reines Hydrazin, kann auf eine Kiithlung verzichtet werden. Die Kiihlung kann auf
unterschiedliche Weise erfolgen, wichtig ist, dass die Warmeenergie geniigend schnell
abgefithrt werden kann. Eine Moglichkeit besteht darin, eine der fliissigen Treibstoff-
komponenten zur Kithlung von auflen zu verwenden. Diese direkte Form der Kiihlung
ist energetisch sehr giinstig, da nur geringe Energieverluste zur Aufrechterhaltung des
Kiihlkreislauf entstehen. Sie wird als regenerative Kiihlung mit geschlossenen Kreislauf
bezeichnet. Weitere Kiithlmechnismen erfolgen iiber Strahlungskiihlung, Filmkiihlung
oder kapazitive (ablative) Kiihlung, wo die Wand selbst als Warmesenke wirkt. Im Falle
des Aestus-Triebwerks werden die Mechanismen kombiniert. So wird Beispielsweise die
Brennkammer regenerativ und die Diise iiber Strahlungskiihlung gekiihlt.

2.2. Verbrennungsinstabilitaten

Wird eine Verbrennung mit hoher Energiedichte nicht ausreichend kontrolliert, so konnen
sich lokale Schwankungen von Druck, Temperatur, Dichte oder Geschwindigkeit stark
aufschaukeln und zu Vibrationen oder zu plotzlichen Warmespitzen in der Brennkammer
fithren. In Raketensystemen wird von sogenannter smooth combustion gesprochen, wenn
die Schwankungen nicht +5% der mittleren Grofien in der Brennkammer iiberschreiten.
Ansonsten wird von sogenannter rough combustion gesprochen (siehe Abbildung 2.3).

'Hypergole Treibstoffe bendtigen keine gesonderte Aktivierungsenergie, sondern reagieren bereits bei
Normalbedingungen kinetisch ungehemmt.
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Es sind unterschiedliche Arten von Vibrationen in Raketensystemen bekannt, einige
sind direkt mit den akustischen Eigenschaften der Brennkammer verkniipft, andere mit
dem Einspritzungssystem oder der kompletten Rakete. Bevor auf die einzelnen Formen
von Verbrennungsinstabilitdten eingegangen wird, soll das Grundprinzip der Kopplung
von Verbrennung und Akustik, d.h. periodischen Schwankungen, erldutert werden.

2.2.1. Thermoakustische Schwingungen

Die Thermoakustik beschéftigt sich mit dem Erzeugen von Schwankungen, hervorgeru-
fen durch Warmequellen oder chemischen Stoffumwandlungsprozessen. Auf die genaue
Definition von akustischen Schwankungen wird im néchsten Kapitel eingegangen, es soll
hier zunéchst das reine Phénomen beschrieben werden.

Anhand einer Flamme ist es mit einfachen Mitteln moglich, die Verkniipfung von
Schwankungen im Medium herrvorgerufen durch eine thermische Quelle zu beobachten.
Eine Flamme erwérmt das umgebende Fluid, dadurch entsteht durch das expandierende
Medium ein Auftrieb um die Flamme. Stellt man nun diese Flamme in ein senkrechtes
Rohr, so werden die Druck und Geschwindigkeitsschwankungen am Rohrende reflektiert
(siehe Kapitel 3). Die akustischen Wellen treffen wieder auf die Flammen und regen
diese an, was dazu fiithrt, dass weitere Storungen im umgebenden Fluid entstehen. Bei
einer bestimmten Frequenz ist es nun moglich, dass eine Form von Resonanz eintritt, die
Schwingungen werden weiterhin unterhalten und koénnen sich gegenseitig aufschaukeln,
das Medium expandiert dabei. Dieses Phdnomen wird als thermoakustische Instabilitat
bezeichnet. Wichtig zur Entstehung einer solchen Instabilitdat ist das Vorhandensein
eines Riickkopplungsmechanismus, welcher die Warmequelle, die Stromungsmechanik
und die Akustik miteinander verkniipft. Spéater in Kapitel 4 wird ein weiterer solcher
Mechanismus kennen gelernt, dem des akustischen Resonators. In Abbildung 2.2 ist ein
solcher Riickkopplungsmechanismus schematisch dargestellt.

Dieses Phdnomen wurde erstmals von Byron Higgins 1777 [6] erkannt. Higgins machte
die Entdeckung der sogennanten ”singenden Flammen”, als er eine Wasserstoffflamme
innerhalb eines Glasrohrs brennen liefl und sich je nach Position der Flamme ein hérbarer
Ton ausbildete.

2.2.2. Instabilitaten in Raketentriebwerken

Es kann zwischen drei prinzipiellen Typen von Verbrennungsinstabilitdten in Raketen-
triebwerken unterschieden werden. Die niederfrequenten Vibrationen bis zu einer Frequenz
von etwa 400 Hz, die hochfrequenten, welche eine Frequenz von iiber 1000 Hz aufweisen
und die mittelfrequenten, welche zwischen 400 Hz und 1000 Hz liegen. Eine Ubersicht ist
in Tabelle 2.1 zu finden.

Niederfrequente Vibrationen werden auch als Chugging bezeichnet und sind zuriick-
zufithren auf Druckschwankungen in den Treibstoffleitungen zwischen den Tanks und der
Brennkammer, welche Resonanzen im Antriebssystem hervorrufen. Haben die komplette
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Reflexion
Flamme/ thermische akustische akustische Transmission
Wéarmequelle Expansion Quelle Wellen

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung des Riickkopplungsmechanismus eines ther-
moakustischen Resonators mit der Folge thermoakustischer Instabilitdten

[9].

Rakete und das Antriebssystem die gleichen Eigenfrequenzen, so konnen sich auch soge-
nannte Pogo-Schwingungen ausbilden, welche sich iiber die ganze Strucktur der Rakete
erstrecken konnen. Durch eine auf diese Schwingungen ausgelegte Planung lassen sich die
niederfrequenten Schwingungen gut vermeiden, nachtriglich ist dies durch Einbauen von
ddmpfenden Elementen, wie beispielsweise Gaspolstern moglich.

Die mittelfrequenten Vibrationen werden als Buzzing bezeichnet. Ihre Zerstorungskraft
ist nicht sehr hoch, jedoch sind sie hérbar unangenehm und kénnen die héherfrequen-
ten Instabilitdten induzieren. Ursache des Buzzings sind insbesondere Fluktuationen
von Treibstoffverhilnis bei der Einspritzung und die mechnischen Schwingungen des
Antriebssystems.

Der dritte Typ, das Screeching oder Screaming, hat hohe Frequenzen und ist der
gefidhrlichste Typ. Er stellt das groBite Problem bei der Entwicklung von Brennkammern
dar und ist vollstéandig auf die akustischen Eigenschaften der Brennkammer zuriick-
zufithren. Es handelt sich um Resonanzeffekte, welche bei den Eigenfrequenzen der
Brennkammer auftreten. Da die Brennkammer als ein fast vollstindig ungedampftes
System betrachtet werden kann, mit vernachlédssigbaren Verlusten durch Reibung und
Wiérmeabgabe, kénnen sich solche Instabilitdten sobald sie sich gebildet haben, zu hohen
Temperaturspitzen und Druckamplituden aufschaukeln. Es konnen wiederum grob zwei
akustische Brennkammermoden unterschieden werden, die longitudinalen und die tan-
gentialen Moden, wobei die tangentialen Moden zerstorerischer wirken. In der Arbeit
von Fiereder [3] werden die Eigenmoden der Brennkammer ausfiihrlich untersucht, es soll
daher nicht weiter auf die Moden eingegangen werden. Die Abbildung 2.4 zeigt einige
der theoretischen Moden der Brennkammer auf.

Zur Dampfung der Moden werden bereits unterschiedliche Techniken praktisch einge-
setzt. Eine mogliche Methode besteht darin, durch entsprechende Sensorik Druckfluk-
tuationen in der Brennkammer zu messen und durch Einstellen der Treibstoffstrome zu
ddampfen. Diese Methode wird erfolgreich in Gasturbinen eingesetzt, erfordert allerdings
ein sehr hohes Mafl an Regelung. Die Einspritzung ist dabei eine sehr kritische Grofle.
Neuste Ergebnisse lassen sogar vermuten, dass eine zu gleichméflige Einbringung der
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Frequenzbereich \ Beschreibung \ Ursache
10 - 400 Hz Niederfrequente Vibrationen, | Druckschwankungen in
Chugging der Treibstoffzufuhr

400 - 1000 Hz Mittelfrequente Vibrationen, | Einspritzung, mechanische
Buzzing oder Entropiewellen | Schwingungen des Antriebssystems,
Treibstoffmischungsverhéltnis

iiber 1000 Hz Hochfrequente Instabilitdten, | Verbrennungsprozess,
Screeching bzw. Screaming Brennkammerakustik

Tabelle 2.1.: Prinzipielle Typen von Verbrennungsinstabilitédten [17].

Treibstoffstréme Verbrennungsinstabilitdten fordern kann, da sich ein geordnetes Schwin-
gungsverhalten einstellen kann. Andere Methoden zur Dampfung der hochfrequenten
Vibrationen stellen die passiven Methoden dar. Dies sind konstruktive Mafinahmen,
welche die akustischen Eigenschaften der Brennkammer so verdndern, dass sich keine
Instabilitéiten bilden kénnen. Es werden beispielsweise sogenannte Baffels am Einspritssy-
stem angebaut, welche die Riickkopplungsmechanismen unterdriicken. Thre Auslegung ist
allerdings rein empirisch und ihre Anwendung beschréinkt sich auf Frequenzen unter 4000
Hz. Eine andere konstruktive Mafinahme besteht darin, Resonatoren an die Brennkammer
anzubringen, welche an die Eigenfrequenzen des Systems angepasst wurden. Mogliche
Resonatoren sind die Helmholz- oder die A/4-Resonatoren. Die letzteren sollen in dieser
Arbeit untersucht werden.
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Smooth combustion

41
Less than £5%
Time
Rough combustion
2
Time
P Damping time
Stability rating test

Time

Abbildung 2.3.: Typische Ozillationen der Drucks p; als Funktion der Zeit einer Rake-
tenbrennkammer [17].
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Abbildung 2.4.: Die ersten sechs Moden einer zylindrischen Brennkammer ohne kontruk-
tive Mafinahmen. L steht dabei fiir die longitudinalen Moden, T fiir die
transversalen. Die T1 Mode liegt bei etwa 3200 Hz.



3. Grundlagen

3.1. Akustik

Periodische Schwankungen in einem Medium werden als Schall bezeichnet, wenn be-
stimmte Bedingungen erfiillt sind. Charakteristisch fiir Schall sind insbesondere:

e Schall breitet sich in Form periodischer Schwankungen aus, welche als Welle be-
zeichnet werden.

e Schallwellen bewegen das Medium um einen mittleren Zustand.
e Schallwellen transportieren Energie und kénnen somit Informationen weitergeben.

e Die Schwankungen, hervorgerufen durch die Schallfeldgrofien, sind meist sehr klein.

Die wichtigsten Schallfeldgréfien sind der Druck p, die Dichte p und die Schallschnelle
u!. Es ist sinnvoll diese Gréfien in einem Gleichanteil und einen Schwingunganteil zu
zerlegen. Es ergibt sich:

p(z,t) = po+p(x,t)
p(z,t) = po+p(z,t) (3.1)
u(z,t) = ug+u(x,t)

In einem ruhenden Medium fallt uy weg. Die Groflen, die mit einem Strich ()" markiert
sind, stehen fiir die Schwankungsanteile, welche sehr klein gegeniiber dem Gleichanteil
sind.

Im folgenden sollen diese Storungen untersucht werden. Da die Schwankungsanteile
sehr klein sind, kénnen die Gleichungen linearisiert werden und vereinfachen sich beacht-
lich. Neben der linearen Betrachtungsweise soll in dieser Arbeit ein Schwerpunkt auf
eindimensionale ebene Wellen gesetzt werden.

3.1.1. Linearisierte Gleichungen

Aus den obigen Gleichungen (3.1) ergeben sich, nach einer Taylor-Entwicklung bei
Vernachlassigung aller Terme hoherer Ordnung, die linearisierten Schallfeldgréfien:

p = po+p
p = p+p (3.2)
u = uy+u

!Entropiestérungen stellen eine weitere wichtige Schallfeldgréfie dar.
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Setzt man diese in die differentielle Form der Massenerhaltung (A.3) so ergibt sich die
linearisierte Kontinuitétsgleichung in einer Dimension:

0 / 0 nono__
5(ﬂo+p)+%[(p0+p)ﬂf0

= ot =0 (3.3)
Aus der Impulserhaltung (A.5) erhilt man anolog die linearisierte Euler-Gleichung:
ou  op
"ot " or

Aufgrund der linearen Betrachtungsweise, lassen sich die Dichteschwankungen unter
Annahme von Isentropie wie folgt mit den Druckschwankungen verkniipfen:

(3.4)

dp dp
/ / / /2
— ) = =2 = 3.5
p=p <d/)>s pdp(po) ple (3.5)
mit der Schallgeschwindigkeit ¢, welche im Falle eines idealen Gases den Druck direkt mit
der Dichte verkniipft. Die Gleichung (3.5) wird auch als linearisierte ideale Gasgleichung
bezeichnet.

Um nun die Wellengleichung fiir den Schalldruck zu erhalten leitet, man die Fuler-
Gleichung (3.4) partiell nach dem Ort = ab, wiahrend man die Kontinuitétsgleichung (3.3)
partiell nach der Zeit ¢ ableitet. Es ergeben sich folgende Gleichungen:

82 pl 82 u'
=0 3.6
oz oo (3.6)

aQul a2p/
— =0 3.7
P ozdt | a2 (3.7

Nun setzt man beide Gleichungen gleich und erhélt:
82 pl 82 p/

— =0 3.8
ot 0x? (38)

Nach Einsetzen der idealen Gasgleichung, ergibt sich schliesslich die linearisierte Wellen-
gleichung fiir den Schalldruck, welche die Ausbreitung von Stérungen in einer Dimension
beschreibt:
1 82p/ a2p/
2o 0a?

=0 (3.9)

3.1.2. Losungen der Wellengleichung

Wendet man auf die eindimensionale Wellengleichung (3.9) die binomische Formel an, so
erkennt man, dass es zwei Losungen gibt:

o  aN[o 0\,

10
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Die allgemeine Losung der Wellengleichung hat daher die Form:

p'(z,1)
pc

f und g sind dabei beliebige Funktionen, welche jedoch gewisse Bedingungen erfiillen
miissen. Beispielsweise sollten sie zweimal differenzierbar sein. Sie werden als Riemann-
Invarianten? bezeichnet, da sie mathematisch Losungen von hyperbolischen partiellen
Differentialgleichungen darstellen, wie der Mathematiker Riemann um 1860 zeigte. Physi-
kalisch stellen sie Wellen dar, welche sich in zwei unterschiedlichen Richtungen ausbreiten.
Im folgenden werden die mittleren SchallfeldgroBen ohne den Index 0 geschrieben (Bei-
spielsweise: p = po).

= f(z —ct) + g(x + ct) (3.11)

u

Abbildung 3.1.: Wellenbewegung in einer Dimension abhéngig von Zeit und Ort [1].

Die Gleichung 3.11 beschreibt daher Druckstérungen, welche sich jeweils in positiver
und negativer Richtung durch das Medium fortpflanzen. Die Geschwindigkeitsschwan-
kungenen v’ ergeben sich aus der Kontinuitdtsgleichung nach Einsetzen der linearisierten
idealen Gasgleichung 3.5 und Integration zu:

' (x,t) = f(x —ct) — gz + ct) (3.12)

Die beiden Gleichungen (3.11) und (3.12) lassen sich zu den folgenden Beziehungen fiir f
und ¢ zusammenfassen:

1/
p— = — —_— .1
f=nps 2<pc+u> (3.13)
U S
g=r-=5 (pc u) (3.14)

Es soll nun die Ausbreitung ebener eindimensionaler Wellen im Rohr betrachtet
werden. Die akustische Druckverteilung im Rohr wird durch die Funktion p/(z,t), die

2Streng genommen sind f und g mit pc normierte Riemann-Invarianten. In der Akustik werden diese
allerdings oft als Riemann-Invarianten bezeichnet.

11
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Schnellenverteilung durch «'(z, t) beschrieben. f soll eine stromab (+) und g eine stromauf
(-) laufende harmonische Welle darstellen:

f = pi(z,t) = A ettt (3.15)
g = p_(z,t) = A_e™t=h (3.16)

Fiir die akustische Druck- und Schnellenverteilung im Rohr ergibt sich aus den Gleichun-
gen (3.11) und (3.12):

P (x,t) _ p_,_(l’, t) +p_ (Zl?,t) _ A+€iwt+ikx + A_eiwt—ik’x (317)

pc

W@, t) = po(od) —p-(o,1) = Ay erihe — 4_eisiiks (3.18)

k steht hier fiir die komplexe Wellenzahl:

2
k= 7” —ia (3.19)

Auf die Bedeutung von a wird in Kapitel 4 ndher eingegangen. pc kann auch als Schall-
kennimpedanz oder charakteristische Impedanz Z, geschrieben werden.

Wellenbewegung in einem bewegten Medium

Um die Wellenbewegung in einem bewegten Medium mit einer Stromungsgeschwindigkeit
u und der Machzahl M = u/c zu beschreiben hat man prinzipiell zwei Moglichkeiten.
Entweder man erweitert die Wellengleichung um einen Quellterm, welcher die Grund-
stromung erfasst oder man veréndert das Bezugssystem, welches das Problem beschreibt.
Der deutliche Vorteil der zweiten Methode besteht darin, dass die Wellengleichung mit
den hier diskutierten Losungen fiir den eindimensionalen Fall weiterhin gelten. Die Losun-
gen miissen nur in das neue Bezugssystem transformiert werden. Wie sich zeigt ist die
Transformation recht einfach, es muss allerdings sichergestellt werden, dass sie keine
Auswirkungen auf die Ableitungen und auf die Erhaltungsgleichungen hat, welche in
beiden Systemen gelten miissen. Die Transformation von ruhenden (zg,tg) auf bewegten
(xp,tp) Koordinaten ergibt sich wie folgt und erfiillt die Erhaltungssétze:

TR :.I'B—l-U'tB (320)
tr =tg (3.21)

In einem bewegtem Medium bewegen sich daher Wellen in positiver x-Richtung um w
schneller als in einem unbewegtem. In negativer Richtung entsprechend langsamer. Die
Frequenz der Welle, aus der Perspektive des ruhenden bzw. bewegtem System in positiver
Richtung verschiebt sich daher wie folgt:

2
wR:wB+>\—7r-u:wB(1+M) (3.22)
N
wp/ec
Der Term (1 + M) wird auch Dopplerfaktor genannt und beschreibt die Verschiebung
der Frequenz zwischen den Systemen (Ehrenfried [1, Teil 1, Seite 97]).

12
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3.2. Transfermatrixen

Mochte man die Akustik in komplexen Geometrien beschreiben, so ist es oftmals moglich
solche komplexen Systeme als eine Vielzahl einfacher Geometrien mit einfachen Grundglei-
chungen zu betrachten. Solch ein komplexes System, bestehend aus einzelnen akustischen
Elementen, wird als ein akustisches Netzwerk bezeichnet. Ein akustisches Element ist
durch die GroBen in der Ebene vor (1) und nach (2) dem Element gekennzeichnet, welche
in irgendeiner Form miteinander verkniipft sind. Die Abbildung 3.2 zeigt ein solches
Element. Ist es nun moglich alle Gréen vor und nach dem Element mathematisch
miteinander zu verkniipfen, so ist die Kenntniss {iber die tatsdchlichen Vorgédnge im Ele-
ment nicht mehr nétig, um die Verdnderung des Schallfeldes zu bestimmen. Eine solches
Element wird dann analog der Elektrotechnik als Zweitor bezeichnet. Mathematisch
handelt es sich bei einem Zweitor um eine 2x2-Matrix oder einen sogenannten Vierpol.
Dieser verkniipft einen Zustandsvektor, welcher die Zustandsvariablen vor dem Element
beinhaltet, mit einem zweiten Zustandsvektor mit den Variablen nach dem Element.

In der Akustik werden unterschiedliche Vierpole zur Verkniipfung verschiedener
akustischer Grolen verwendet. Die Transfermatiz verkniipft entweder die physikalisch
anschaulichen SchallfeldgroBen oder die Wellen (f,g) miteinander. Werden die Schallfeld-
groflen wie Druck p’ und Schnelle v’ verwendet, so bezeichnet man dies als pu-Notation
der Transfermatrix. Bei Verwendung der der Riemann Invarianten f und g ergibt sich
die fg-Notation einer Transfermatrix. Neben der Transfermatrix werden weitere Vierpole
wie die Streumatriz oder die Mobilitdtsmatriz in der Akustik oder Physik verwendet,
welche in dieser Arbeit allerdings keine Rolle spielen.

P,

Tou

u1 2

Abbildung 3.2.: Schematische Darstellung des Transformationsverhalten der Schallfeld-
groBen p’ und «' infolge der Transfermatrix 7,

Eine schematische Darstellung einer Transfermatrix in pu-Notation ist in Abbildung
3.2 aufgefithrt. Die Transfermatrix beschreibt das Transformationsverhalten des Zu-
standsvektors (p'/Zy,u')T zwischen den Ebenen (1) und (2) des akustischen Elements.
Mathematisch ausgedriick ergibt sich:

5 Tu T\ (%
re | = e 3.23
(u’)2 <T21 T3 u') (3:23)
———
Tpu=f(w,t,x,A,...)

Die Transfermatrix kann eine Funktion beliebiger Gréflen sein, die wichtig fiir das Trans-
formationsverhalten sind. Beispielsweise ist eine Transfermatrix fiir einen verlustfreien
Fldchensprung nur eine Funktion der Fliachen, jedoch ist eine Transfermatrix fiir einen

13
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verlustbehafteten Sprung von mehreren Gréflen abhéngig, wie spéter gezeigt wird.

Fiir die Transfermatrix in fg-Notation ergeben sich folgende Zustandsvektoren:

<£)2::7}g~<§>1 (3.24)

Transformation zwischen fg und pu-Darstellung
Es ist mathematisch relativ einfach die unterschiedlichen Notationen ineinander zu

tiberfithren. Wegen der Linearitidt der Gleichungen (3.13) und (3.14) entspricht dies einer
linearen Koordinatentransformation mit einer Transformationsmatrix €2. Es gilt:

Try = QT Q71 (3.25)
Tou Q" Ty, Q (3.26)
Aus den Gleichungen (3.13) und (3.14) ergibt sich die Transformationsmatrix € zu:
11 o1\ 1,
Q=3 (1 _1) = 20 (3.27)

3.2.1. Akustische Netzwerke

Mochte man nun die Transferfunktion eines komplexen System bestehend aus Einzelele-
menten bilden, so ergibt sich die resultierende Transfermatrix durch das Produkt der
einzelnen Elemente:

Ty = [[ 7. (3.28)

Sind zusétzlich die Impedanzen am Anfang Z 4 und Ende Zg als Randbedingung bekannt,
so sind die Eigenfrequenzen des Systems oder das Verhalten auf eine akustische Anregung
direkt berechenbar. Eine solche Verkniipfung von N Zweitoren wurde in Abbildung 3.3
schematisch Dargestellt.

o P, P3 PN-1 PN PN+1
—9¢ — —4 [ Y
Zp T T, ] e TN-1 N Zg
—2¢ ”— — —o

u u) u3 UN-1 uy UN+1

Abbildung 3.3.: Schematische Darstellung eines akustischen Netzwerks.

Die einfache Moglichkeit ein komplexes System aus beliebigen, einfachen Elementen
aufzubauen, ist eine sehr leistungsfihige Methode und wird auch gerne zur Beschreibung
thermoakustischer Probleme herrangezogen. Dabei stellt beispielweise eine Flamme ein
solches Element dar, welches experimentell bestimmt werden kann. Die Verkniipfung
von nicht akustischen und akustischen Elementen ist somit moglich. Wichtig dabei
ist nur, dass fiir alle Elemente die eindimensionale Wellengleichung genau genug die
Wellenausbreitung durch das Element beschreibt. Oft wird auch gefordert, dass die
Elemente kompakt sind, dass heisst, die Wellenldnge muss grof3 gegeniiber der realen
Geometrie sein.

14



4. Akustische Resonatoren

4.1. Einleitung

Als Resonanz bezeichnet man allgemein das Mitschwingen eines physikalischen Systems,
bei duBerer Anregung durch eine periodische Kraft, deren Frequenz nahe oder gleich
einer der Figenfrequenzen des Systems ist. Diese Form der Resonanz wird auch als
harmonische Resonanz bezeichnet. Neben der harmonischen Resonanz tritt auch die
subharmonische Resonanz auf, wo die Anregungsfrequenz kein ganzzahliges Vielfaches
der Eigenfrequenzen des Systems sein muss. Diese Form der Resonanz ist fiir diese Arbeit
jedoch nicht relevant.

Ein solches schwingféhiges physikalisches System wird als Resonator bezeichnet. Der
Resonator muss allgemein in der Lage sein, bei seiner Resonanzfrequenz, die Schwingung
aufrecht zu erhalten, beispielsweise durch Ausbildung einer stehenden Welle. Neben den
akustischen Resonatoren, wo insbesondere auf die A/4-Resonatoren im Rahmen dieser
Arbeit eingegangen wird, gibt es auch elektromagnetische, elektrische, optische oder
mechanische Resonatoren. Resonatoren unterscheiden sich meisst von der Bauform und
werden daher oft anhand ihrer Geometrie charakterisiert. In der Akustik sind typische
Resonatoren die Helmholtz-, Platten- und A/4-Resonatoren.

Resonatoren beeinflussen schwingende Systeme, in dem konkreten Fall der Verbren-
nungsschwingungen ist es daher moglich, die thermoakustischen Instabilitdten soweit
zu beeinflussen, dass ihre Intensitét nicht ausreicht, um den Riickkopplungsmechnismus
aufrechtzuerhalten.

Jedoch verliert ein System, welches sich in Resonanz befindet, nicht zwangsweise
Energie. Erst durch die sogenannten Resonatorverluste kann Energie in eine andere
Energieform umgewandelt werden und somit einem zweiten mit dem ersten gekoppelten
System entzogen werden. Solche Verluste konnen beispielsweise Absorptions-, Reflexions-,
Transmissions- oder Strahlungsverluste sein. Die Verlustsmechanismen, die in dieser
Arbeit beriicksichtigt werden, sind insbesondere die stromungsmechanischen und die
dissipativen Verluste durch Reibung oder Umwandlung der Stromungsart unter Erzeugung
von Wirbeln.

Das Zusammenspiel aus Verlusten und der Aufrechterhaltung der Schwingung durch
Resonanz bewirkt eine starke Absorption bei den entsprechenden Resonanzfrequenzen.
Die Verluste allein sind meist klein und wéren nicht relevant. Erst durch Resonanz
schaukeln sie sich bedeutend auf und kénnen, in Falle von Verbrennungsschwingungen,
die akustische Energie effektiv absorbieren.

15



KAPITEL 4. AKUSTISCHE RESONATOREN

4.2. )\/4-Rohrstiick

Es soll zunéchst die eindimensionale Schallausbreitung in Rohren, mit dem speziellen Fall
des A/4-Rohres, untersucht werden. Die fluidakustischen Verlustmechanismen werden
in Kapitel 5 gesondert besprochen. Eine eindimensionale (ebene) Wellenausbreitung in
einem Rohrstiick ist erlaubt wenn nach Rienstra und Hirschberg [13] gilt:

2u c

on D L f< o) (4.1)
Mit der dynamischen Viskositét p, dem Rohrdruchmesser D und der Schallgeschwindigkeit
im Fluid c. Betrachtet man den fiir diese Arbeit relevanten Fall eines idealen Gases in
einem Rohr mit 8 mm Durchmesser, so ist der linke Term etwa 1, wihrend der rechte Term
in Gréfenordnungen von 10* liegt. Fiir die hochfrequenten Verbrennungsinstabilititen in
einer Brennkammer im Bereich von etwa 1000 Hz bis 20000 Hz sind diese Bedingungen fiir
das hier betrachtete Resonatorrohr sehr gut erfiillt und es ist moglich diese Konfiguration
mit ebenen Wellen zu beschreiben. Ein Rohr, das diese Eigenschaften aufweisst, wird im
folgenden auch als ”Schalleng” bezeichnet.

4.2.1. Grundgleichungen der Rohrakustik

Es wird im folgenden die eindimensionale Schallausbreitung in schallharten zylindrischen
Rohren untersucht unter Beriicksichtigung einer mittleren Stromung im Rohr.

1) (2

-
\ 4

Abbildung 4.1.: abgeschlossenes Rohrstiick

Unter diesen Bedingungen gelten nach Kapitel 3 fiir eine stromab laufende Welle f
und eine stromauf laufende Welle g folgende Gleichungen:

f = er(xv t) = p+(07 t) S eTHE L et (42)
g=p_(x,t) = p_(0,t)-e 7"t (4.3)

~v+ stellt hier die komplexe Wellenzahl ki aus Abschnitt 3.1.2 im bewegtem Betrachtuns-
system (siehe 3.22) multipliziert mit ¢ dar:

Ve = i F+ify =iky (4.4)

:Oé:t—f—i

L w
= ag+1 _
=Tt c(1+ M)
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« ist eine Dampfungskonstante, welche ein Maf fiir die exponentielle Abnahme der
Amplitude und g stellt die Wellenzahl mit Beriicksichtigung der Phasendrehung dar. Unter
Annahme eindimensionaler Akustik kann die Schallkennimpedanz als eine Konstante des
akustischen Feldes angesehen werden und [ ist gleich der reelen Wellenzahl. Im Falle
von Kugelschallwellen ist dies beispielsweise nicht mehr der Fall. Die Annahme einer
konstanten Schallkennimpedanz des Schallfeldes wird im folgenden getroffen.

Diese Gleichungen lassen sich leicht in die entsprechenden Transfermatix in fg und
pu-Notation iiberfithren. Die pu-Notation erhélt man durch Transformation entsprechend

Gleichung (3.27):

iw ety 0

Try(z,t) = e - ( 0 6_7—x> (4.6)
1 iwoat €7+x + e_’yfz e’Y+z — e_’yfw

TPU<$7 t) = 56 = (6’74-1‘ — e -T e+T 4 e—’Y—ﬂﬁ) (4'7)

Sind 4 und v_ gleich groff, was einem ruhenden Medium (M = 0) entspricht, so
vereinfacht sich die Transfermatrix in pu-Notation zu:

_ awt(cosh(yz) sinh(yz)
Tul,t) = e (sinh(’yx) Cosh(’ya:)> (48)

Sind die Grofien bei x = 0 bekannt, so kann man mit Hilfe der obigen Gleichungen
den Verlauf von Schalldruck und Schallschnelle entlang des Rohres bestimmen. Eine
andere Betrachtungsweise geht vom Rohrende (z = L) aus (siche Abbildung 4.1).
Wie nachfolgend gezeigt wird, sind die Schallfeldgroflen in der Ebene am Rohrende
(x = L) bekannt, daher es ist angemessener die Transfermatrizen beziiglich dem Rohrende
anzugeben:

T

p

it [cosh(~l) sinh(~])
ullot) = e .(sinh(zl) cosh(ll)) (4.9)

Analog fiir die Transfertrizen 4.6 und 4.7.

Bei bekanntem Abschluss ist es nun moglich die Schallfeldgroien p/(0,t) und (0, ¢)
als Randbedingung in der abschliessenden Ebene anzugeben. Die Transfermatrix (4.9)
entspricht jedoch nicht mehr der Definition (3.23), welche die bekannten Schallfeldgrofien
vor dem Element (1) mit den Unbekannten nach dem Element (2) verkniipft, sondern
einer Transfermatrix, welche die Ebenen invertiert:

(5) - (5) w0
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4.2.2. Resonanz mit Rohr mit schallhartem Abschluss

Fiir die Analyse der Resonanzeigenschaften bei unterschiedlichem Abschluss ist es als
erstes nicht nétig ein durchstromtes System anzunehmen, es wird im folgenden Abschnitt
daher von einem Rohr mit ruhendem Medium ausgegangen. Im Falle eines schallharten
Abschlusses bei [ = 0 mit einer Wandimpedanz Z,,, die viel gréfer als die Schallkennim-
pedanz des Mediums im Rohrs Zj ist, ist die Schallschnelle in Normalenrichtung gleich
Null (/(0,¢) = 0) und die Transfermatrix (4.9) vereinfacht wie folgt:

e

Es kann sich eine stehende Welle ausbilden. Der Reflexionsfaktor an der Wand ist hierbei

gleich eins:
g Zw - ZO

Es ist nun moglich die spezifische Schallimpendanz im Abstand L vom Abschluss anzuge-

ben: (1)
P,
Ty = —""7 — 7 .coth 4.1
ol ZED) o - coth(v!) (4.13)

Im Falle von vernachlédssigbarer Dampfung (v = k) erhélt man:

Zo[ = —ZZO : COt(kl) (414)

Daraus ergibt sich, dass ein Rohr mit der Lénge L mit schallhartem Abschluss bei
[ = 0 sich immer dann in Resonanz befindet, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

1
kl = (n+ 5)7T (4.15)
Einzig im Resonanzfall ist die Impendanz an der Stelle L rein reel (Z;, = 0) ansonsten
ist sie rein imagindr und geht bei (kI = nm) gegen unendlich. Die erste Mode, bei der
die Bedingung aus Gleichung (4.15) erfiillt ist, liegt bei | = A/4, daher stammt auch der
Name dieses Resonatortyps.

In der technischen Akustik oder analog in der Elektrotechnik werden A/4-Rohrstiicke
auch gerne zur Transformation eines offenen Rohrstiicks mit einer Impedanz von Null zu
einem sogenannten Kurzschluss, wo die Impedanz unendlich wird. Im Gegensatz zum
A/2-Rohrstiick, welches die Impedanz 1:1 von 0 nach L {ibertrégt.

In Rienstra und Hirschberg [13] ist der Resonanzfall im Rohr ausfiihrlich hergeleitet,
wihrend man in Ivar und Veit [19] die nétigen Formeln findet.
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4.2.3. Rohr mit schallweichem oder endlichem Abschluss

Schallweich Wird das Rohrstiick schallweich abgeschlossen, so ergibt sich ein Reflexi-
onsfaktor von r = —1. Der Schalldruck an der schallweichen Wand wird Null (p'(0,¢) = 0)
und es ergibt sich in analoger Rechnung eine spezifische Schallimpedanz im Abstand L
vom Abschluss von:
zgen = VLD _ 7 () (4.16)
ol = u/(t, l) = 4 anni?y .

Ein schallweicher Abschluss liegt ndherungsweise bei einem Rohr mit offenem Ende vor.

Abschluss mit endlicher Schallimpedanz In der technischen Akustik werden \/4-
Schichten eingesetzt, die weder aus schallhartem noch aus schallweichem Material be-
stehen, somit ist es nicht moglich die Schallfeldgréflen in der abschliessenden Ebene
anzugeben. Die Transfermatrix (4.9) vereinfacht sich nicht, es ergibt sich folgende Formel
fir die Impedanz an der Stelle [ (Ivar und Veit [19)]):

Zw/Zo + tanh(vl)

T = Zo -
O Y 2,/ Z - tanh (A1)

(4.17)

Ist die Abschlussimpedanz Z,, gleich der Schallkennimpedanz Z, so erfolgt keine
Reflexion und der Reflexionsfaktor wird gleich Null (r = 0). Die Schallenergie wird
vollsténdig von der Wand absorbiert. Einen solchen Fall nennt man Anpassung.

Fiir den horbaren Luftschall werden technisch allerdings keine A/4-Schichten eingesetzt,
sondern fast ausschlieSlich breitbandigere Impedanztransfomatoren, wie beispielsweise
Absorberpyramiden, die zur Auskleidung von schalltoten Rdumen verwendet werden.

Fiir den hoherfrequenten Luftultraschall werden in der technischen Akustik jedoch
durchaus A/4- Schichten eingesetzt. Diese bestehen aus Kunststoffschdumen wie Styropor
oder aus, mit Glashohlkugeln gefiillten, Kunstharzen. Da der Fall des Abschlusses mit
endlicher Schallimpedanz fiir diese Arbeit jedoch keine Rolle spielt, soll dieser im folgenden
nicht weiter besprochen werden.

4.3. Helmholtz-Resonator

Der Helmholz-Resonator ist ein Sonderfall des sogenannten Hohlraumresonators (Ab-
bildung 4.2). In einem Hohlraumresonator sind die Winde derart ausgerichtet, dass
durch Reflexion eine stehende Welle ausgebildet werden kann mit einer steigenden Inten-
sitdt. Eine andere Form verstéirkt nicht die Intensitét, sondern absorbiert sie durch ein
entsprechendes Wandmaterial.

Im Falle des Helmholtz-Resonators ist der Hohlraum mit einer engen Offnung nach
auflen abgeschlossen. Das Medium im Hohlraum wirkt als Feder, da es eine gewisse
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Masse

Abbildung 4.3.: Prinzipski
Abbildung 4.2.: Helmholz- ildung 4.3.: Prinzipskizze

Resonator

akustische Nachgiebigkeit aufweisst (siche Abbildung 4.3). Das Medium im Offnungshals
wirkt dagegen als trédge Masse. Der Helmholtz-Resonator ist kann als ein Feder-Masse-
System mit einer ausgepriagten Eigenfrequenz aufgefasst werden. Analogien stellen daher
mechanische Feder-Masse-Systeme oder elektrische Schwingkreise dar.

Beispiele fiir Helmholtz-Resonatoren sind Lautsprecher, Gitarren oder eine angeblasene
Flasche.

Es soll im folgenden nicht weiter auf diesen Resonatortyp eingegangen werden, da dieser
keine Rolle fiir diese Arbeit spielt. Eine aufiihrliche Herleitung mit Verlustmechanismen
kann in Rienstra und Hirschberg [13] nachgelesen werden.
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5. Modellierung und Analyse des
A\/4-Resonators

5.1. Idee und Entwicklungsumgebung

Die eigentliche Idee zur Modellierung des vollstandigen A /4-Resonators, besteht darin, ein
akustisches Netzwerk aufzustellen, welches aus einem Flidchensprung und einem Rohrstiick
besteht. Wie aus Kapitel 3 bekannt, lasst sich so ein Netzwerk durch Multiplikation
der einzelnen Transfermatrixen der Elemente aufbauen. Diese Art der Beschreibung
ist nur moglich, wenn das akustische System durch eindimensionale Wellenausbreitung
beschrieben werden kann. Dies ist der Fall, wenn die Ausdehnung eines Elements viel
kleiner als die Wellenlédnge des Schalls ist, die einzelnen Elemente miissen kompakt sein.

Fiir Flachensprung und Rohrstiick miissen daher Modelle aufgestellt werden, welche
dann zum \/4-System zusammengefiihrt werden konnen. Das Modell des Rohrstiicks
wurde im vorherigen Kapitel besprochen, jedoch ohne Verlustbetrachtung und ohne
Untersuchung des Einflusses der Stromung, dies wird im folgenden nachgeholt. Der
Fléchensprung erzeugt einen wichtigen Anteil an Verlusten und ist weiterhin wichtig
damit iiberhaupt eine Absorption im Resonanzfall eintritt. Der Flachensprung wird daher
ausfithrlich behandelt werden.

Zur Modellierung des akustischen Netzwerks wurde einerseits eine eigene Implementie-
rung in Matlab/Octave durchgefiihrt, welche sich als duflerst flexibel erwies. Ausgewéhlte
Source-Code Beispiele sind im Anhang B zu finden. Zusétzlich zur eigenen Implementie-
rung wurde auf das Mathematica Packet ta2 zuriickgegriffen, welches von ABB (Alstrom
Powers) im Rahmen einer Arbeit unter Mithilfe von W. Polifke entwickelt wurde. ta2
steht dabei fiir ”thermoacoustic analysis package” und ermoglicht es komplexe Netzwerke
thermo-akustischer Elemente zu analysieren.
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KAPITEL 5. MODELLIERUNG UND ANALYSE

5.2. )\/4-Rohrstiick

Als erstes soll das Rohrstiick des Resonators ndher untersucht werden. Im Gegensatz
zu den vorherigen Kapiteln, sollen alle Untersuchungen speziell auf die Bedingungen
der Aestus-Raketenbrennkammer ausgerichtet sein. Zunéchst soll der Temperaturverlauf,
welcher sich in den Resonatorrohren einstellt, untersucht werden. Anschliessend werden
die Verlustmechanismen aufgrund von Dissipation und Reibung untersucht, um einen
analytischen Ausdruck fiir die Dampfungskonstante o anzugeben. Abschliessend wird
der Einfluss der Strémung im Rohr quantitativ betrachtet.

Die Resonatoren sind im Aestustriebwerk in einem Absorberring dicht am Injektions-
bereich angebracht. Der Absorberring umfasst 40 Resonatoren mit einem Rohrduchmesser
von 8 mm und unterschiedlichen Rohrlédngen zwischen 25 mm und 54 mm. Die Variation
der Lange bewirkt eine Absorption unterschiedlicher Brennkammermoden. Der Druch-
messer der eigentlichen Brennkammer betridgt 210 mm. Im Anhang C sind alle wichtigen
Groflen der Raketenbrennkammer zusammengefasst.

5.2.1. Temperaturverlauf

Die Resonatoren werden von auflen durch den fliissigen Treibstoff gekiihlt. Dadurch
entstehen starke Temperaturgradienten im Rohrstiick. Die Temperatur am Eintritt, ist
gleich der Temperatur in der Brennkammer und liegt bei etwa T, = 3191 K. Das
Rohrende ist mit einer Temperatur von T},;, = 300 K am stérksten gekiihlt. In der Arbeit
von Fiereder [3] wurde die Resonanzfrequenz eines Rohrstiicks fiir einen lineraren und
einen exponentiellen Temperaturgradienten bestimmt. Aus den direkten Messungen am
Aestus-Triebwerk sind die Anpassungungsfaktoren und der Temperaturverlauf der langen
Resonatoren bekannt. Fiir die kurzen wurden die Faktoren an einen entsprechenden
Verlauf angepasst. Fiir den Fall eines linearen Temperaturverlaufs ergibt sich:

AT
T() = Tmaw — — - 1 (5.1)
L
Der exponentielle Verlauf kann durch folgende Formel approximiert werden:
AT

T(1) = Tpin +

11 ca(10001-0) (5.2)

a und b sind hierbei Anpassungsfaktoren, die Abhéngig von der Lénge L der Resonatoren
sind. Fir die Lange (L = Lyax = 54 mm) sind a = ag = 0.2 und b = by = 16 aus
Messungen bekannt. Fiir kurze Absorber mit (L = Ly, = 25 mm) wurden in der
Arbeit von R. Fiederer folgende Werte angegeben: a = 0.5 und b = 9. Beliebige Werte
lassen sich durch lineare Interpolation bestimmen. Im Anhang B ist die entsprechende
Implementation zu finden. In Abbildung 5.1 wurden die Verldufe aufgetragen.

Fiir die weiteren Berechnungen wird meist mit der mittleren Temperatur und mit
den mittleren Stoffgroffen im Rohrstiick gerechnet. Die mittlere Temperatur 7' ergibt
sich durch Integration iiber die Lénge des Rohres:

T(L) = % . /0 Ty (5.3)
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Die mittleren Stoffgréfien werden schliesslich durch Einsetzen der mittleren Temperatur
in die jeweiligen Abschétzungsformeln berechnet.

3500 T T T T T
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kurze Absorber ---o---
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Abbildung 5.1.: Temperaturverlauf im gekiihlten Rohr

Wenn im folgenden von heiflen Betriebsbedingungen oder Verbrennungsbedingungen
gesprochen wird, so wurde mit den Stoffgréfien bei maximaler Temperatur 7},., gerechnet.
Kalte Betriebsbedingungen beziehen sich entsprechend auf die Stoffgréfien bei minimaler
Temperatur T,,;, und die mittleren Stoffgréflen wurden jeweils bei mittlerer Temperatur
T(L) = Tnean berechnet. Diese ist jedoch wie oben gezeigt eine Funktion der Linge der
Resonatoren.

5.2.2. Verlustmechanismen

Im folgenden sollen die Verlustmechanismen im Rohrstiick untersucht werden. Es soll ein
analytischer Ausdruck fiir die Dampfungskonstante a, welche aus Gleichung (4.4) bekannt
ist, aufgestellt und kurz untersucht werden. Zusammenfassend kann eine Dampfung
physikalisch durch Reibung, Dissipation oder Strahlung entstehen.

Allgemein nimmt man an, dass in einem glatten, biegesteifen Rohr die Ausbrei-
tungsddmpfung durch Reibung klein gegeniiber der thermo-viskosen, dissipativen Damp-
fung des Mediums im Rohr angenommen werden kann. Als erste Ndherung kann daher
meist eine reibungslose Betrachtungsweise herangezogen werden.

Intrinsitische Energieverluste

Thermo-viskoelatische Dissipation In einem Fluid bewegen sich die einzelnen Teilchen
mit unterschiedlichen mittleren Geschwindigkeiten. Der Geschwindigkeitsgradient ist
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proportional der Schubspannung und wird in der Fluidmechanik im allgemeinen durch
einen Schubspannungstensor angegeben. Dieser stellt die Grundlage fiir den viskoelasti-
schen Energieverlust einer Welle durch ein solches Fluid dar. Neben den intrinsitischen
Reibungsverlusten des Fluids, wird die Wellenenergie auch in thermische Energie umge-
wandelt, das Fluid erwéarmt sich. Diese Form des dissipativen Energieverlusts hingt von
der Warmeleitfahigkeit des Fluids ab. Eine Herleitung und quantitative Abschiatzung der
Verluste wird von Morse und Ingard [8] angegegen:

4/31 w3 A —1
_ Mat /uw_(H_ K ) (5.4)
2 pC? Cp fa +4/31

Hier beschreibt p, die Druckzéhigkeit des Fluids. Unter Annahme der Stockschen Hypo-
these g = 0 fiir ein Stockssches Fluid! vereinfacht sich die Gleichung etwas. Fiir den Fall
des Fluids in der heissen Brennkammer liegt die Gréfenordnung bei einer Frequenz von
5000 Hz etwa bei 107° m~!. In Pankiewitz [9] wurde fiir die FEM-Berechnungen eine
numerische, nicht physikalische Dampfung von argy ~ 0.1 m~! angegeben. Ein Wert
von 107° m~! liegt daher weit unter der numerischen Démpfung und kann vernachlissigt
werden.

Betrachtet man allerdings ein enges Rohr, wo die Grenzschichten die gleiche Grofien-
ordnung wie die Rohrgeometrie annehmen, so muss eine andere Betrachtungsweise
herrangezogen werden. Fiir die laminar viskoelastische und die thermische Grenzschicht

gelten folgende Gleichungen:
2 2\
So=1/E  or= (5.5)
pw pwe,

Welche iiber die Prandl-Zahl Pr miteinander verkniipft sind:

K- Cp
VB = ikl (5.6)

Beide Grenzschichten sind in einer Gréflenordnung von einem zehntel Milimeter und
nehmen somit fast 4% vom Rohrdurchmesser des Resonators ein. Wie sich zeigen wird,
tragen tatséichlich die Grenzschichten bei kleinen Machzahlen zum entscheidenen Anteil
der dissipativen Dampfung des Schalls im Rohrstiick bei. Man findet fiir sie in der
Literatur verschiedene Abschéitzungen. Eine mogliche Formel wurde von Kinsler und
Frey [7] angegeben, welche in der Arbeit von Pankiewitz [9] herrangezogen wurde. Die

Formel lautet:
uw
5.7
‘= Dc (\/ 2p 2pcp> (5:7)

mit der dynamischen Viskositét p, der Warmeleitfihigkeit A, dem Adiabatenkoeffizient x
und der spezifischen Warmekapazitit des Fluids ¢, bei konstantem Druck. Diese Formel
wird auch von Pierce [11], Rienstra und Hirschberg [13] angegeben und gilt nur fiir hohe
Frequenzen und schallenge Rohre.

!Die Annahme ist bei realen mehratomigen Gasen und bei sehr hohen Frequenzen nicht mehr giiltig.
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Eine weitere Abschitzung findet man von Sinambari und Thorn [15], Sinambari et al.
[16]. Sie gilt wie die von Kinsler auch fiir akustisch enge Rohre.

2

17,37 Jww ., k—1 A
= —, mit g =p- |1 o — 5.8
0=~ ity = <+ - c,,#> 63

Das Verhalten der Abschétzung nach Kinsler wurde in Abbildung 5.2 fiir unterschied-
liche Betriebsbedingungen aufgetragen. Nach der Formel von Sinambari ergibt sich ein
nahezu gleicher Verlauf nur mit etwa zehnfach hoheren Dampfungskonstanten. Im Bereich
von Frequenzen von 3000 Hz, welche zu Resonanzen in der Brennkammer fiihren, ist die
physikalische Dédmpfungskonstante grofler als die numerische, daher muss die dissipative
Dampfung beriicksichtigt werden. Weiterhin zeigt Abbildung 5.3 den Dampfungsverlauf
bei unterschiedlichem Rohrdurchmesser im Vergleich zu der numerischen Dampfung.

0.4 T T
Kinsler T=300K ---©o---

Kinsler T=1167 K

Kinsler T=3191K —3— st

Daempfungskonstante [1/m]

0 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Frequenz [Hz]

Abbildung 5.2.: Vergleich verschiedener Dampfungskonstanten bei f = 6000 Hz.

Dampfung durch Turbulenz Wird die Grenzschicht turbulent, was bei groflen Mach-
zahlen bzw. hohen Schnellenamplituden eintreten kann, so gilt die Formel (5.7) nicht
mehr und die Dadmpfung wird nicht-linear, (Rienstra und Hirschberg [13, Seite 105]).

Die Dampfungskonstante héingt dann vom Reibungsbeiwert c; ab, welcher wiederum
vom Druckgradienten dpy/dx entlang des Rohres abhédngt. Fiir den Reibungsbeiwert ist
in Rienstra und Hirschberg [13] folgende Formel angegeben:

4A dpo
Cr = — S
d Dipu} dx

(5.9)
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Physikalische Daempfung bei D = 0.008 m ———
Physikalische Daempfung bei D = 0.100 m
Numerische Daempfung mit alpha = 0.1 --------

0.5

Amplitude [-]
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Abbildung 5.3.: Vergleich der physikalischen Dampfung mit der numerischen bei f = 6000
Hz.

mit der Querschnittsfliche A, dem Durchmesser D, dem Staudruck der Strémung durch
das Rohr % pu? und dem Druckgradienten dpy/dz.

Der Reibungsbeiwert und damit die Ddmpfung durch Turbulenz héngt unter anderem
auch vom Druckgradienten im Rohr ab. Es soll hier jedoch angenommen werden, dass
der Druck konstant ist.

Eine Abschitzung welche Stromungsart im Rohrstiick vorliegt, ist iiber die Reynolds-
Zahl moglich:
_ pedM

1

mit dem Rohrdurchmesser d, der Schallgeschwindigkeit ¢ und der Machzahl M der
Stromung im Rohr. Es ergeben sich Werte um 1000 fiir den heiflen Absorber bei einer
Machzahl von 0.01. Bei kalten Bedingungen ergeben sich jedoch teilweise sehr hohe Werte,
wodurch die Stromung turbulent wird.

Re

(5.10)

Eine ausfiihrliche Stabilitdtsanalyse der akustischen Grenzschichten findet man wei-
terhin in Yeo et al. [20].

Diese Form der Dampfung soll jedoch in dieser Arbeit vernachléssigt werden, obwohl
sie im gekiihlten Rohr, welches sich in Resonanzfall befindet, durchaus einen grofien
Einfluss haben kann. Es wird hier jedoch angenommen, dass eine vollstandig laminare
Grenzschicht vorliegt und dass keine Druckgradienten auftreten. Diese Annahmen sind
eine betridchtliche Vereinfachung. Dennoch stellt die viskoelatische Dampfung einen
Richtwert fiir die kleinste anzunehmende Démpfung im Rohrstiick dar und soll fiir eine
erste Betrachtung ausreichen.
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5.2.3. Einfluss einer mittleren Stromung

Aus Abschnitt 4.2.1 ist die Transfermatix fiir ein Rohr bekannt. In pu-Notation lautete
sie:

1 .0 [P 4e 7T eH? —e 77 . : w
Tu(w,t) = el ( e +) S Y Vg

~ Beriicksichtigt sowohl die Dampfung als auch die Stromung durch das Rohr. Die
Déampfung wurde bereits untersucht, es soll nun kurz der Einfluss der Machzahl, d.h. der
mittleren Stromung im Rohr analysiert werden.

Besonders von Interesse ist die kritische Machzahl, ab der sich die Resonanzlage und
somit das Verhalten des Resonators entscheidend veréndert. Weiterhin ist die Anderung
der Dampfung allein durch die Frequenzverschiebung aufgrund des Dopplerfaktors (siehe
Gleichung 3.22) von Interesse. Es soll im folgenden der Einfluss dieser Groflen in einem
Schallhart abgeschlossenem Rohr untersucht werden.
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Abbildung 5.4.: Verschiebung der Resonanzfrequenz (links) und prozentuale Abnahme des
Reflexionsfaktors (rechts) jeweils als Funktion der Machzahl. Berechnung
fiir lange Absorber mit L = 0.054, D = 0.008 m bei 7' = 3191 K und
f = 5000 Hz.

Einfluss der Frequenzverschiebung auf den Reflexionsfaktor Um die Anderung der
Démpfung beobachten zu koénnen soll der Reflexionsfaktor? betrachtet werden. Es muf
beriicksichtigt werden, dass die Dampfungskonstante eine Funktion der Frequenz des
bewegten Systems ist. In Abbildung 5.4 links wurde die Differenz der Reflexionsfaktoren
mit und ohne Beriicksichtigung einer mittleren Stromung bei einer Frequenz von 5000 Hz
geplottet. Eine Machzahl von M = 0.1 ergibt eine Abnahme des Reflexionsfaktors um
etwa 0.01%. Erst eine sehr hohe Machzahl von M = 0.7 erzeugt eine merkliche Abnahme
von etwa 1%. Der Einfluss des Dopplerfaktors auf die Déampfung kann daher fiir die hier
betrachteten Fille bei maximalen Machzahlen von etwa 0.1 sicher vernachléssigt werden.

2Die eigentliche Analyse des Reflexionsfaktors des Rohrstiicks wird bei der abschliessenden Analyse des
vollstéandigen Modells durchgefiihrt. Die Abnahme des Reflexionsfaktors bezieht sich auf die Werte der
Abbildung 5.14 bei 5000 Hz.
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Einfluss der Frequenzverschiebung auf die Resonanzlage Eine hohere mittlere Stro-
mungsgeschwindigkeit verschiebt die Resonanzlage zu niedrigeren Frequenzen. Dies ist
physikalisch sinnvoll, da in positiver Stromungsrichtung die Kreisfrequenz im bewegtem
kleiner als im ruhendem System wird. Wie aus Abbildung 5.4 rechts deutlich wird
ist die Abnahme der Resonanzfrequenz bei kleinen Machzahlen nur sehr klein, jedoch
deutlich Grofler als der Einfluss der Machzahl auf die Dampfung. Bei einer Machzahl
von M = 0.05 betrigt die Abnahme bereits etwa 0.37% bei einer Machzahl von M = 0.1
werden Abweichungen von etwa 1% erreicht.

Der Einfluss auf die Resonanzlage sollte daher immer kontrolliert werden. Fiir die
weiteren Berechnungen in dieser Arbeit wurde jedoch der Einfluss nicht mehr beriicksich-
tigt, da die Resonanzlage nur von zweitrangigem Interesse fiir diese Arbeit ist und die
Reproduzierbarkeit damit einfacher wird. Auch ist die genaue Stromung im abgeschlos-
senem Rohrstiick unbekannt, es ist aber zu vermuten, dass die maximale Machzahl am
Rohranfang schnell kleiner wird und somit einen wesentlich geringeren Einfluss auf das
System hat. Es kann daher fast sicher davon ausgegangen werden, dass die Stromung
keine wesentliche Resonanzverschiebung in dem hier betrachteten Fall erzeugt.

5.2.4. Abschliessende Bemerkungen zum Rohrstiick

Betrachtet man eine Verlustfreie Wellenausbreitung bei konstanten Bedingungen so wirkt
ein offenes Rohrstiick wie eine Langung um L bei der sich nur die Phase veréndert.
Schliesst man dieses Rohrstiick ab so konnen sich stehende Wellen bilden und es kann
zur Resonanz kommen. Ein \/4-Rohrstiick transformiert dabei die Wandimpedanz von
unendlich nach Null, den Reflexionsfaktor von 1 nach -1 (siehe 4.2.2). Es wird sich daher
am Brennkammereinlauf im verlustfreien Fall ein reeler Reflexionsfaktor von -1 einstellen.

Mit der hier aufgestellten Transfermatrix ist es moglich dieses unter Beriicksichtigung
von Verlustmechanischen und Strémung im Rohr zu modellieren bei einer iiber das Rohr
konstanten gemittelten Temperatur. Temperaturgradienten werden in der Transfermatrix
nicht berticksichtigt, obwohl diese auch einen Einfluss auf Verhalten und Dampfung haben
konnen. Eine Transfermatrix, welche einen linearen Temperaturverlauf beriicksichtigt
wurde von Peat [10] hergeleitet. Sie beriicksichtigt weiterhin eine mittlere Durchstomung
jedoch keine dissipativen Verlustmechanismen und gilt nur fiir lineare oder linear ge-
mittelte Rohrabschnitte. Die Ergebnisse von Peak zeigen eine Démpfung aufgrund des
Temperaturgradienten, welche genauer untersucht werden sollte. In dieser Arbeit wird
jedoch ohne Temperaturgradient mit einer nach Abschnitt 5.2.1 gemittelten Temperatur
gerechnet.

28



KAPITEL 5. MODELLIERUNG UND ANALYSE
5.3. Flachensprung

Es soll nun der Einlauf des Mediums von der Brennkammer in die Rohrstiicke untersucht
werden. Fiir die Ausbreitung von Wellen durch Rohre mit verdnderlichem Querschnitt exi-
stieren unterschiedliche Modelle, die bereits Verluste beriicksichtigen. Es bietet sich daher
an auf diese Modelle zuriickzugreifen und sie zur Modellierung eines Flachensprungs, von
einem gedachten Rohrstiick mit unbekannten Druchmesser D; zum eigentlichen Rohrstiick
des Resonators mit dem Durchmesser Dy, = 8 mm, herranzuziehen. Der Durchmesser
D, des gedachten Rohrstiicks stellt fiir dieses Modell daher eine variable Grofle dar,
wodurch der Fldchensprung nicht nur als eine Funktion der Frequenz, sondern auch des
Durchmesserverhéltnisses D; /Dy modelliert werden muss. Der imagindre Durchmesser
ist jedoch nach unten durch den Durchmesser Dy und nach oben durch die Dimension der
Brennkammer beschrankt. Da an der Brennkammer 40 Absorber angebracht sind, stellt
der Umfang der Brennkammer durch 40 ein sinnvoller Anfangswert fiir die Berechnungen
dar.

Da der Flachensprung direkt am Einlauf der Brennkammer liegt, kann dieser als
vollstandig ungekiihlt angenommen werden. Die Betriebsbedingungen des Flachensprungs
entsprechen daher denen des heiflen Gases in der Brennkammer am Injektor und es soll
im folgenden nur bei diesen Bedingungen gerechnet werden.

D1

e - - -

Brennkammer ! Einlauf Resonator

T=3191K A1/A2

Abbildung 5.5.: Schematische Darstellung eines Flachensprungs ausgehend von der Brenn-
kammer mit einem imagindren Durchmesser D; in das Rohrstiick des
Resonators.

Es existieren unterschiedliche Ansitze um einen solchen Sprung in einem Rohr zu
beschreiben. Neben mehreren verlustbehafteten Modellen soll auch zur Verifizierung
und als Vergleichsmoglichkeit, das Modell ohne Verluste kurz besprochen werden. Als
verlustbehaftete Modelle werden insbesondere das Modell, welches Fischer [4], Gentemann
und Fischer [5] zur Beschreibung der Flichenspriinge in Drallbrennern herrangezogen hat,
das Modell von Polifke et al. [12] und das Modell, welches im ta2-Packet implementiert
wurde, analysiert.
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5.3.1. Grundgleichungen

Massenerhaltung Aus der Massenerhaltung in integraler Form (A.1) folgt® unter Ver-
wendung eindimensionaler, linearer und isentroper* Akustik:

/ 2 . 2
[A (p—M + u')] + 2 Padgr =0 (5.11)
pe e Jiope

Bei Annahme einer konstanten Dichte und einer konstanten Schallgeschwindigkeit (Isentro-
pie), ist es moglich den Integralterm iiber dx iiber eine reduzierte Linge l,cq1 = |, 12 A(x)/A; dx
ZU approximieren:

. 2 7 : !

E p—A dx ~ ElTedlAlﬁ (512)

c )i pc c pe
Diese Approximationsmethode fiir die reduzierte Lénge wurde in der Arbeit von Fischer
[4], Gentemann und Fischer [5] herangezogen. Dort ist die Verwendung der Indices jedoch
wahrscheinlich nicht korrekt®. Eine andere Approximation wurde in dem Paper von
Polifke et al. [12] angegeben:

w 2

Cc

e iw , ,
—Adz| < — L 5.13
2 ) < % (] ) (5,13
Mit der Lange L des Flachensprungs in z-Richtung. Nimmt man an, dass L sehr klein
ist, so ergibt sich schlieSlich:

[A (p—,M + u')} T 0 (5.14)

pe !

Die Massenerhaltung ermdglicht es daher im Falle einer Machzahl von Null, eine
direkte Aussage iiber die Anderung der Schnelle vor und hinter dem Féachensprung zu
machen. Im néchsten Abschnitt wird dies am verlustfreien Flichensprung ausgefiihrt.

Impulserhaltung Aus der Impulserhaltung (A.4) ist es moglich unter Verwendung
gleicher Annahmen wie bei der Massenerhaltung eine Aussage iiber Druckdnderung und
Druckverlust zu treffen:

p/ 2 Z(.U 2
[— + Mu’] + G Myl + —/ u'dr=0 (5.15)
pc 1 ¢ J1
Die genaue Herleitung findet man wieder in dem Paper von Polifke et al. [12]. Der

Verlustbeiwert ¢ wurde hier beziiglich der Geschwindigkeit u; angegeben. Es es jedoch
auch iiblich den Beiwert beziiglich us anzugeben, um die verschiedenen Definitionen

3Die Herleitung ist in Polifke et al. [12] zu finden.

4Isentrop: Dyp = ¢2D;p, mit konstanter Schallgeschwindigkeit folgt nach Linearisierung: p’ = c¢?p’. Eine
konstante Schallgeschwindigkeit ist bei einem nahezu konstanten Temperaturverlauf gegeben, was hier
anzunehmen ist.

5Darauf wird spéter bei der Analyse in Kapitel 5.3.3 eingegangen
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zu unterscheiden wurde hier der entsprechende Index angefiigt. Im ta2-Packet wurde
beispielsweise der Verlustbeiwert beziiglich us verwendet.

Das Integral kann wieder durch eine effektive Lange l.;p = ff Ay /A(x) dx approximiert

werden: ,

W , w ,
— dr ~ —I, 5.16
) wdem Tlgnt (5.16)
Es ergibt sich somit:
P’ 2 iw
[— + Mu’} + G M| + —leppu; =0 (5.17)
pc 1 c

Analog zur Argumentation bei der reduzierten Lénge, kann auch die effektive Lénge als
klein angesehen werden und es ergibt sich nach Vernachlassigung:

2

/
Py oM, =0 (5.18)
pe .

5.3.2. Verlustfreies Modell (Modell 0)

Fiir das verlustfreie Modell wird angenommen, dass die mittlere Stromungsgeschwindigkeit
bzw. die Machzahl der Stromung gleich Null ist (M = 0). Unter Annahme eines kompakten
Elements, fallen die reduzierte und effektive Lange weg. Somit ergibt sich aus aus der
Massenerhaltung (5.14) eine Anderung der Schnelle um den Faktor A;/A, und aus der
Impulserhaltung (5.18), dass der Druck vor und nach dem Element konstant ist:

Py = P
u’2 = Al/AQU/l

Dieser Sachverhalt ldsst sich einfach in eine Transfermatrix fiir den Flachensprung ohne
Verluste in pu-Notation umschreiben:

Tpu = ((1) i) (5.19)

Az

Dabei werden die Grofien vor und nach dem Element iiber Gleichung (3.23) verkniipft.

5.3.3. Verlustmodelle

Die verschiedenen Verlustmodelle, die im folgenden analysiert werden, unterscheiden
sich insbesondere in den Annahmen, welche Grofien zu vernachléssigen sind. Das Modell,
das von A. Fischer in den Arbeiten Fischer [4], Gentemann und Fischer [5] benutzt
wird, trifft, abgesehen von der Beschrankung auf lineare, eindimensionale, isentrope
Akustik und kleinen Machzahlen, keine weiteren Vereinfachungen. Es wird sowohl mit
der effektiven und reduzierten Lénge des Elements gerechnet. Im folgenden wird dies als
Modell 1 bezeichnet. Das Modell welches im ta2-Packet verwendet wird, vernachléssigt
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diese Groflen, jedoch weder die Machzahlen noch den Druckverlustbeiwert. Ein weiteres
Modell aus dem Paper von Polifke et al. [12] vernachldssigt den Druckverlustbeiwert,
jedoch nicht die effektive Lange und damit, wie spéter gezeigt wird, die Phasendrehung
beim Durchlaufen des Elements. Das Modell wird in dieser Arbeit als Modell 2 bezeichnet.

Es soll als erstes die Transfermatrix fiir das Modell 1, unter Verwendung der gleichen
Vereinfachungen wie in der Arbeit von A. Fischer, hergeleitet werden. Als néchstes sollen
dann die auftretenden Groflen in den Modellen genauer analysiert werden, um als letztes
die Unterschiede der Modelle und deren Verhalten genauer zu untersuchen.

Herleitung der allgemeinen Tranfermatix

Zum Aufstellen der Transfermatrix miissen die Erhaltungsgleichungen (5.11) und (5.17)
in folgende Form iiberfiihrt werden:

/

I];—i = T11 . il -+ T12 ul
! pl

Uy = Tgl . e + T22 ul

Dabei stellen die T}, die einzelnen Elemente der Transfermatrix dar. Die Erhaltungsglei-
chungen lauten ausformuliert:

/ / .
Ay <M2@ + u'2> _ A (Ml]ﬁ + u’1> L B — g (5.20)
pc pc c pe
/ / Zw
% + MQU/2 — I];—; — Mlu/l + ClMlull + ?lefflull =0 (521)

Lost man die erste Gleichung nach «) auf und setzt sie in die zweite ein so erhélt man,
nach Vernachléssigung von Produkten zweier Machzahlen, folgende Gleichung fiir p}/(pc):

: / Ay iw My A iw
]pj—z = % (1 + MzAl - lredl) + ) {M1 <1 -G - ﬁjA_:) - ?leffl} (5.22)

Da die reduzierte Lange genau wie die Machzahl klein ist, wird das Produkt dieser beiden
Groflen im allgemeinen vernachléssigt. Setzt man diese Beziehung fiir die Druckschwan-
kung nach dem Element in die Massenerhaltung ein, so ergibt sich fiir uj:

Ay A iw Ay
U/Q = oc <M1A_2 — My — A2 . lred1> + u/1 (A + M2 leff1> (523)

Hier gilt wieder, dass das Produkt aus effektiver Lange und der Machzahl im allgemeinen
vernachlissigt wird. Die Terme M;A; /Ay und — M, heben sich genau auf, da fiir kleine
Geschwindigkeiten My = M; A, /As gilt. Der Faktor A;/As vor dem Term der reduzierten
Lénge resultiert aus der Approximation des Integrals in Gleichung (5.12). In der Arbeit
von Fischer [4] wurde das Integral beziiglich Ay definiert, wodurch sich die Flidchen
spéater herauskiirzen. Es erscheint jedoch nicht sinnvoll die Integrale der effektiven
und reduzierten Langen mit unterschiedlichen Bezugspunkten zu approximieren. In der
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spateren Herleitung einer moglichen Approximation der effektiven Lange wird diese
Problematik nochmals angesprochen.

Es ergibt sich somit folgende, moglichst allgemein gehaltene, Transfermatrix fiir den
Flachensprung:

2
1 M, |1 - —(ﬂ) _dwp
Tu=| . Ji-a % | -2t (524
_A_;?lredl A_;

Analyse wichtiger GréBen

Die effektive und reduzierte Linge Die effektive Lange wurde eingefithrt um das
Integral in Gleichung (5.16) gegen einen quantitativ erfassbaren Ausdruck zu ersetzen.
Um besser die Problematik bei der Verwendung der effektiven oder auch der reduzierten
Lange zu verstehen, soll hier kurz die Herleitung der effektiven Lénge ausgefiihrt werden.

Herleitung der effektiven Linge Das Prinzip der Herleitung besteht darin, die kine-
tische Energie vor oder nach dem Element mit der kinetischen Energiedichte iiber das
Element gleichzusetzen. Fiir die kinetische Energie vor dem Element gilt:

1
Eyin = §La (A1U1)2 (5.25)

Da das Produkt aus Flache mal Geschwindigkeit immer gleich sein muss, ist es auch
moglich die kinetische Energie nach dem Element analog anzugeben:

1
Eiin = 5 La (Aguy)? (5.26)
Es wird hier eine neue Grofle, die Induktanz L,, eingefithrt, welche von Morse und
Ingard [8] aus analytischen Modellen hergeleitet wurde. Die Induktanz soll spéter niher
untersucht werden.

Ob die kinetische Energie vor oder nach dem Element als Bezugspunkt gew&hlt wird,
héngt von der Definition der effektiven Lénge ab. Gleichung (5.16) nimmt Bezug auf die
Groflen vor dem Element, daher muss auch bei ihrer Herleitung, die kinetische Energie
vor dem Element beriicksichtigt werden. In den Arbeiten von Fischer [4], Gentemann und
Fischer [5] wurde beziiglich der GréBen vor dem Element gerechnet. In der Arbeit von
Polifke et al. [12] und somit in dem Modell 2 in dieser Arbeit, wurde jedoch ausgehend von
den Gréflen nach dem Element gerechnet. Die unterschiedlichen effektiven Léngen sollen
im folgenden, wie beim Verlustbeiwert, mit einem entsprechenden Index gekennzeichnet
werden.

Fiir die kinetische Energiedichte iiber das Element gilt:

Fyn — /1 %pu(x)m(x)dx (5.27)
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Hier muss wieder das Produkt u(z)A(z) konstant sein und es ergibt sich fiir u(x):

u(r) = Zﬁ; = Z&i; (5.28)

Durch Umformen von (5.27) und mit der Definition der effektiven Lénge loff1 = ff Ay /A(x) dex,
welche auch in den Arbeiten von Fischer verwendet wurde, ergibt sich:

1 [? 1 Zu A
Exin = Ep/1 uAyu(z)de = ipulAl/l ﬁdx (5.29)

Dies setzt man gleich der kinetischen Energie vor dem Element und erhélt:

Epin = 1L( A)2—1 24 /2 Ay (5.30)
kin  — g e U1 —2PU1 1 : A(l‘) X .
Eleffl
L,A
= oy = == (5.31)

Definiert man die effektive Lénge in Abhéngigkeit der Gréflen nach dem Element so
ergibt sich:
L,As

leffg — (532)

Herleitung der reduzierten Lange Die reduzierte Lénge dient dazu, das Integral aus
Gleichung (5.12) zu ersetzen. In der Arbeit von Fischer [4] wird eine Herleitung fiir die
reduzierte Lange angegeben, welche jedoch nicht korrekt sein kann, da die Einheit 1
Sekunde betragt. Betrachtet man die Herleitung der reduzierten Lénge in der Arbeit von
A. Fischer so stellt man bereits dort fest, dass sich die Einheiten nicht decken, daher ist
zu vermuten, dass bereits in den Annahmen bei der Herleitung Fehler unterlaufen sind.
Die reduzierte Lange wird dort angegeben zu:

p
L,c

(5.33)

lredl = -

Eine andere Moglichkeit das Integral zu approximieren wird in Gleichung (5.13) ange-
geben. Die wirkliche Lange L des Fléchensprungs ist jedoch unbekannt, wodurch diese
Approximation nur eine Idee iiber die Gréflenordnung des Integrals gibt.

Analyse der effektiven und reduzieren Langen Die Einheit der effektiven und redu-
zierten Lange sollte 1 Meter sein, jedoch trifft dies nur auf die effektive Lange zu. Bei
der reduzierten Lange ergibt sich wiegesagt eine Einheit von 1 Sekunde, was keinen Sinn
macht und daher sicher falsch ist (siche Herleitung).

Da die effektive Lange direkt proportional zur Induktanz ist, ergibt sich somit bei
konstanter Fléche ein dhnlicher Verlauf wie fiir die Induktanz, welche im Anschluss genauer
untersucht wird. Eine konstante Flache ist jedoch nur fiir die Fldche des Rohrstiicks
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Ay gegeben, d.h. fiir lofe. Es wurde in Abbildung 5.6 jeweils die entdimensionierte
effektive l.;¢/ Dy und reduzierte l,.q/ Dy Lénge aufgetragen. Die effektive Lange wird
mit zunehmenden Flachenverhéltnis grofler, die reduzierte ndhert sich mit steigendem
Verhéltnis schnell gegen Null.

Beide Liangen sind mafigebend fiir die Steigung des Imaginérteils der Transfermatrix-
elemente 175 und 75; und damit auch fiir den Phasenverlauf verantwortlich.

Die Induktanz Die akustische Induktanz wird analog zu der Induktanz in der Elektroma-
gnetik iiber die kinetische Energie durch ein Element hergeleitet®. Fiir einen rechteckigen
Kanal wurde sie nach Morse und Ingard [8] angegeben zu:

Dy — D)) Dy +D Dy — Dy)?
= 2D1D2 |D1 — D2| 4D1D2

(5.34)

mit der Tiefe z eines rechteckigen Kanals.

L, ist bei konstanten Betriebsbedingungen nur eine Funktion des Durchmesserverhélt-
nisses und mafigebend fiir die effektive und reduzierte Lange des Elements. Sie steigt
exponentiell mit dem Durchmesserverhéltnis an und geht bei einem Durchmesserverhélnis
von 1 gegen 0. Die Einheit der Induktanz ist kg/m?.

Die Tiefe des Kanals z wird in der Arbeit von Fischer [4] zu z = D;/2 gesetzt. Im
Falle eines unendlich tiefen Kanals setzt man z = 1, fiir rotationssymmetische Kanéle
z = Dy /2. Dabei ist anzumerken, dass Morse und Ingard die Tiefe eines rechteckigen
Kanals betrachten. In Abbildung 5.6 rechts oben ist der Verlauf der Induktanz einfach
Logarithmisch aufgetragen. Da hier Dy konstant gehalten wurde, ist z variabel, und die
Induktanz durchlauft ein Maximum.

Setzt man z = Dy/2 so ergeben sich grofiere Werte fiir die Induktanz, was wie spéter
gezeigt wird, zu hoheren Dampfungen fiihrt. Es wird im folgenden mit analog zu den
Arbeiten von Fischer mit z = D;/2 gerechnet. Denkbar ist jedoch auch die Berechnung
abhéangig von Ds. Spéter in Abbildung 5.8 wird der direkte Einfluss der Tiefe z auf die
Transfermatrix aufgezeigt.

Die Resistanz Die Resistanz beschreibt die Engergieverluste beim Durchlaufen des
Flachensprungs, hervorgerufen durch Reibungs- und Einlaufverluste. Von Morse und
Ingard [8] wurde sie angegeben zu:

pwby, | Dy — Do <1+ |D} — D3|, D+ D, )

1
2D12 D2 t

R, =
7TD1D2 |D1 — DQ'

(5.35)

mit der viskosen Grenzschicht d,, welche bereits aus Abschnitt 5.2.2 bekannt ist.

R, ist bei konstanten Betriebsbedingungen eine Funktion der Durchmesser und der
Frequenz. Sie ist entgegen der Induktanz nicht direkt proportional zum Durchmesser-
verhéltnis, sondern umgekehrt proportional zur Gréfenordnung der Durchmesser des

6Tn der Elektromagnetik handelt es sich um die magnetische Energie pro Element.
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Durchmesserverhéltnisses, d.h. eine Erhéhung der Zahlenwerte der Durchmesser um den
Faktor 10 ergibt eine entsprechende Senkung der Resistanz um 10. Damit steigt die
Resistanz bei kleinen Durchmessern sehr stark an und hat im Falle von Durchmessern
im Millimeterbereich eine Gréfienordnung von 10* bei Kreisfrequenzen von 6000 Hz.

Die Steigung nimmt mit groflerem Durchmesserverhéltnis ab. Genau wie die Induktanz
geht R, bei einem Durchmesserverhélnis von 1 gegen 0.

Der Verlustbeiwert Es werden untschiedliche Verlustbeiwerte ( in den Modellen ver-
wendet. In der Arbeit von A. Fischer wird ausgehend von den Angaben von Morse
und Ingard [8] ein akustischer Verlustbeiwert, beziiglich der Gréfien vor dem Element,
angegeben:

o RaAl
=
Die Herleitung findet man im Artikel von Gentemann und Fischer [5] im Anhang 8.3. (4
ist abhéngig von der Resistanz und steigt sowohl mit dem Flachenverhéltnis als auch
mit der Frequenz an. In Abbildung 5.6 unten rechts wurde der Verlustbeiwert grafisch
aufgetragen. Er ist wie erwartet dimensionslos.

G (5.36)

Im ta2-Packet wird ein anderer Verlustbeiwert verwendet. Er leitet sich direkt aus der
Stromungsmechanik ab und ist ein Maf} fiir den Druckverlust beim Durchstrémen des
Flachensprungs. Der Druckverlustbeiwert wurde dort in Abhéngigkeit der Groéfien nach
dem Element angegeben, somit ist diese Form des Verlustbeiwerts nicht ohne weiteres in
der hier hergeleiteten Transfermatrix verwendbar. Es wird im ta2-Code unterschieden, ob
es sich um eine Querschnittsverangung (A; > As) oder um eine Erweiterung (A; > A;)
handelt. Handelt es sich um eine Erweiterung so ergibt sich:

Ay?
ta2 extn __ - 2
& = <1 T ) (5.37)

Bei einer Verdngung wird er nach Thomas [18] berechnet:

A Ay?
ta2 cont __ 1 _ 2_
5 =1.25 (0.2 + Ag) (1 e ) (5.38)
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Abbildung 5.6.: Wichtige Groflen des Flachensprungs mit konstantem Ds.

Analyse der Modelle 1 und 2

Die Transfermatrix des ersten Modells ist die allgemeine Transfermatrix, welche in der
Herleitung angegeben wurde (Formel 5.24). Schreibt man diese um so ergibt sich:

1 My — My — 41 My — i?wle 1
i) = <_4l£l Az 1 (5.39)
A, ¢ redl Ay

Das zweite Modell wurde aus dem Paper von Polifke et al. [12] entnommen und lautete
dort in fg-Notation:

T(Q) . 1 (a(l + Ml) +1-—M, — i%leffg 04(1 — Ml) — 14+ M, + i%leffg

T 2 ’ , 4
fg 2a Oé(l + M1> —1—- M, — Z%lefo Oé(l — Ml) + 1+ M, + Z%leff2> (5 0)

Transformiert man diese in pu-Notation, so ergibt sich:

1 My — 1M, — 4rie],
ngg):<0 vt T ff2) (5.41)
Ao

Vergleicht man nun direkt die Transfermatixen so féllt als erstes auf, dass im zweiten
Modell die effektive Léinge in bezug auf die Gréflen vor dem Element hergeleitet wurde.
Setzt man die entsprechenden Definitionen in die Matrizen ein, so erkennt man, dass
sich das Matrixelement 775 nur durch den Term mit dem akustischen Verlustbeiwert
unterscheiden. Desweiteren wurde im zweiten Modell das Matrixelement 75, vollstandig
vernachléssigt. Die Unterschiede und das Verhalten der beiden Verlustmodelle sollen im
folgenden untersucht werden.
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Analyse bei konstantem Durchmesserverhidltnis Das erste Matrixelement 77, ist
weder von der Frequenz noch vom Durchmesserverhéltnis abhéingig und sagt aus, dass
der Druck p] vor dem Element gleich dem Druck p) nach dem Element ist. Dieses
Verhalten ist mit dem verlustfreien Modell identisch. Die kleinen Druckverluste, welche
aufgrund der reduzierten Lénge in Gleichung (5.22) auftreten, wurden in beiden Modellen
vernachléssigt.

2 T 0.3 T
Modell 1 ---o---
Modell 2 —— 0.25 k- |
1.5 | E
0.2 4
- o S
i 1 015
Qo e}
© ©
0.1
05 E
0 L 0 L
0 5000 10000 0 5000 10000
0.02 T 5 T
0.015 - - 4 B
b~ 0.01 Tezadde 8 3 R
~ —
8 8
< 0.005 | E s 2 R
0 1+ R
-0.005 L 0 L
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Frequenz [Hz] Frequenz [Hz]

Abbildung 5.7.: Absolutwert der Transfermatrixen der Modelle 1 und 2 als Funktion der
Frequenz bei T'= 3091 K, Dy ~ 0.0165 m und M; = 0.01

Das zweite Matrixelement 77, verkniipft den Druck p| vor dem Element mit der
Schnelle v}, nach dem Element. Dieses Matrixelement ist hauptséchlich fiir die Verluste
des Flachensprungs verantwortlich.

Zunéchst wurde ein konstantes Durchmesserverhéltnis angenommen. Inshesondere die
Kreisfrequenz und die Machzahl nach dem Element sind in diesem Falle die entscheidenden
Variationsgréfien. Die effektive Léange ist fiir die Steigung des Imaginérteils verantwortlich
und bei konstanten Durchmesserverhéltnis konstant. Der Imaginérteil liefert bei kleinen
Machzahlen den betragsméflig entscheidenen Anteil, da der Realteil sehr klein wird.
Der Realteil hdngt im wesentlichen nur von den Machzahlen ab, wobei sich im ersten
Modell der Realteil um den Faktor (;M; vom zweiten Modell unterscheidet. Ob der
Realteil positiv oder negativ ist hdngt davon ab, ob es sich um eine Expansion oder
eine Kontraktion handelt. Im ersten Fall (4; < A,) ist er positiv im zweiten negativ.
Bei verschwindenen Machzahlen oder Frequenzen geht im ersten Fall der Realteil gegen
Null im zweiten Fall der Imaginérteil. Der Realteil ist somit fiir den Ordinatenwert bei
Frequenzen nahe oder gleich Null verantwortlich.

Fiir den Absolutwert des Matrixelements spielt der Realanteil bei hoheren Frequenzen
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in erster Naherung keine Rolle mehr, da dieser sehr klein gegeniiber dem Imaginérteil
wird.

Fiir die Phasendnderung spielen Real- und Imagiérteil eine gleichgrofie Rolle. Bei klei-
nen Frequenzen geht die Phase gegen 7. Fiir grofle Kreisfrequenzen geht sie asymptotisch
gegen /2, wobei die Schallgeschwindigkeit eine wichtige Rolle bei der Skalierung spielt.
Wie schnell sich die Phase /2 nidhert hiangt entscheidend von den Gréfienordnungen
von Real- und Imaginérteil ab, daher spielt die Machzahl eine wichtige Rolle fiir den
Phasenverlauf. Je kleiner die Machzahl gewahlt wird, umso schneller geht die Phase
gegen 7/2 bei groBen Kreisfrequenzen.

" Modell 1 mit 24 o

Modell 1 mit z,

Modell 2 mit z; ——
1.5 Modell 2 mitzy —+—
FEM Simulation &
CFD Simulation -

abs Ty4
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05 | —
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Abbildung 5.8.: Absolutwert der Transfermatrixen der Modelle 1 und 2 im direkten Ver-
gleich mit den Werten der FEM und CFD Simulationen aus Gentemann
und Fischer [5]. Dabei wurden die Berechnungen als Funktion der Fre-
quenz unter Normalbedingungen (T = 293 K) in Luft durchgefiihrt.
Die Durchmesser des Flachensprungs wurden aus [5] zu Dy = 0.2 m
bzw. D; = 0.104 m iibernommen. Die Machzahl im Rohrstiick wurde zu
M, = 0.001 angenommen.

Vergleicht man diese Ergebnisse mit denen aus der Arbeit von Gentemann und Fischer
[5] so ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung sowohl mit den Ergebnissen aus den FEM
Berechnungen als auch mit den direkten Messungen selber”. Die in der Arbeit angegebene
analytische Losung weisst jedoch eine fast doppelt so grofie Steigung auf. Es wurde dort
vermutlich mit falscher Definition der effektiven Lange gerechnet. Die Berechnungen
der Arbeit von Gentemann und Fischer [5] und die hier aufgestellte analytische Losung
wurden in Abbildung 5.8 unter Normalbedingungen von Luft gegeniibergestellt. Die, fiir

“Welche in Abbildung 5.8 jedoch nicht geplottet wurden.
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die Berechnung der Induktanz wichtige Grofle z (siehe Formel 5.34), welche die Tiefe des
Kanals nach Morse und Ingard [8] darstellt, wurde in Abhéngigkeit der Durchmesser vor
und nach dem Fliachensprung variiert. Die Variation der Tiefe z soll den Einfluss dieser
Grofle auf den Flachensprung deutlich machen. Wie bereits in der Analyse der Induktanz
erwahnt wurde, ist diese Grofle eine weitere Variationsgroflie, welche unklar definiert ist.
Die Messungen und die FEM Berechnungen von Gentemann und Fischer [5] decken sich
jedoch besser mit den Ergebnissen, welche mit z; berechnet wurden, es wird daher im
folgenden mit z = z; = D;/2 weitergerechnet.

Das dritte Matrixemelements T5; verkniipft die Schnelle v} vor dem Element mit
dem Druck pf, nach dem Element. Dieses wurde im Modell 2 génzlich vernachléssigt.
Da die Induktanz im Nenner der reduzierten Lénge steht ist diese sehr klein, daher
ist die Vernachldssigung des Elements in guter Ndherung zuléssig. Erst bei sehr hohen
Frequenzen werden relevante Werte erreicht. Dieses konnte durch die FEM und CFD
Berechnungen aus Gentemann und Fischer [5] bestétigt werden.

Untersucht man dennoch dieses Element, so stellt man fest, dass das Element rein
imaginér ist. Die Phasenédnderung ist somit unabhéngig von Machzahl, Frequenz oder
Durchmesserverhéltnis fortlaufend 7/2. Im Modell 2 wird diese Phasenénderung ver-
nachlassigt, was einer der grofiten Vereinfachungen dieses Modells darstellt. Die Pha-
sendnderung deckt sich wieder mit den FEM Berechnungen, welche hier allerdings nicht
aufgefiithrt werden sollen.

Analyse bei konstanter Frequenz In Abbildung 5.9 wurde der Absolutwert der einzel-
nen Matrixelemente fiir den hier relevanten Fall einer Flachenkontraktion (A; > A,) als
Funktion des Duchmesserverhiltnisses® bei ausgewihlten Frequenzen geplottet.

Recht deutlich erkennt man, dass mit steigendem Fliachenverhéltnis, die Absolutwerte
der Nebendiagonalen (T2, T51) zunehmen, was hohere Verluste bedeutet. Fiir die Steigung
sind wieder die reduzierten und effektiven Lingen hauptverantwortlich. Einen kleinen
Einfluss haben auch die Terme der Machzahlen, in denen auch das Durchmesserverhéltniss
vorkommt. Das Element T5; ist selbst bei groflen Verhéltnissen sehr klein. Im Gegensatz
zum Element T, durchlduft es ein Minimum bei etwa A;/A; = 2. Dies ist auf die
reduzierte Linge zuriickzufiihren, die ebenfalls ein solches Verhalten aufweisst?.

Aufillig ist jedoch wieder die nahezu perfekte Ubereinstimmung beider Modelle. Der
Einfluss des Verlustbeiwertes ist nicht zu erkennen.

Die Phasenénderung als Funktion des Durchmesserverhéltnisses durchléauft ein Ma-
ximum bei etwa A;/As = 10. Bei einem Verhéltnis gegen 1 geht die Phasenédnderung
gegen —m und steigt bis zum erreichen des Maximums'® rasch an. Nach Durchlaufen des
Maximums nimmt die Phasenénderung nur leicht ab und kann als konstant {iber das
Flachenverhéltnis angesehen werden. In Abbildung 5.10 wurde der Verlauf geplottet.

8Es wurde A, konstant gehalten und A; varariiert. Dies ist sinnvoll, da A, bekannt und tatsichlich
konstant ist.

9Jedoch ist die Formel der reduzierten Linge wahrscheinlich nicht korrekt, was nicht vergessen werden
darf.

10Das Maximum ist in Abbildung 5.10 und den dort geplotteten Bedingungen nur schwer zu erkennen.
Andert man das Flichenverhiltnis und die Machzahlen so wird das Maximum jedoch deutlicher.
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Abbildung 5.9.: Absolutwert der Transfermatrixen der Modelle 1 und 2 einer Kontraktion
als Funktion des Duchmesserverhéltnisses bei T' = 3091 K, f = 5000 Hz
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Abbildung 5.10.: Phase der Transfermatrixelemente 775 und T5; der Modelle 1 und 2 einer
Kontraktion als Funktion der Frequenz und des Duchmesserverhéltnisses
bei T'= 3091 K, f = 5000 Hz, D; ~ 0.0165 m und M; = 0.01
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Abschliessend kann man sagen, dass sich bis auf zwei kleine Vereinfachungen beide
Modelle sehr gut decken. Der Berechnungsaufwand vom zweiten Modell ist jedoch etwas
geringer, wodurch beide Modelle ihre Vorteile bei der Berechnung eines Flichensprungs
haben.

Das ta2-Modell

Das vom ta2-Code verwendete Modell verwendet einige andere Groflen und macht etwas
andere Annahmen als die bisher vorgestellten Modelle. Die Hauptunterschiede liegen im
Verlustbeiwert, welcher ein stromungsmechnischer ist. Ausserdem wird die Phasendrehung
bedingt durch die effektive und reduzierte Lénge vollstdandig vernachléssigt.

Es ist jedoch nicht moglich direkt aus dem ta2-Packet die Transfermatrix fiir den
Flachensprung zu plotten. Ein ausfiihrlicherer Vergleich der ta2-Implementierung soll
daher im néchsten Kapitel anhand des vollstdndigen Modells fiir die A/4-Resonatoren
erfolgen.
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5.4. Modellierung des )\/4-Resonators

Die Modellierung des kompletten Resonators soll durch Verkniipfung der einzelnen Trans-
fermatrizen erfolgen. Wie in den Grundlagen beschrieben ist es méglich, Transfermatrixen
einfach durch Matrixmultiplikation zu einer Systemmatrix zusammenzufiithren. Die Impe-
danz und der Reflexionsfaktor vor dem Element sind die ZielgroBen bei der Modellierung.
Diese konnen als Randbedingung fiir weitere Berechnungen herrangezogen werden. Da
sich jedoch die Zielgréflen vor dem Element befinden, muss beim Fldchensprung auf die
richtige Verwendung der Indizes geachtet werden. Es muss zwar eine Flachenkontrak-
tion modelliert werden, jedoch verkniipft die allgemeine Transfermatix aus Gleichung
(5.24) die bekannten Grofien vor dem Element mit den Unbekannten nach diesem. Die
Transfermatrix muss daher invertiert werden um die bekannten Gréflen des schallharten
Abschlusses mit denen vor dem Flachensprung zu verkniipfen (siehe 4.2.2).

M ()

| T=3081K T=300K '

32 mm
16 mm
N
o
AN

N
2
>

(]

3

3

1 54 mm '

Brennkammer _:l. volisténdiger Resonator
(Systemmatrix) I

Abbildung 5.11.: Unverzerrte schematische Darstellung eines vollstdndigen \/4-
Resonators ausgehend von der Brennkammer bei unterschiedlichen
imaginédren Durchmessern.

Bei einem verlustfreien Flédchensprung kann eine solche Konfiguration als eine Fléchen-
expansion berechnet werden, da die Inverse der Transfermatrix einer Kontraktion die
Transfermatrix einer Expansion ergibt. Bei einem verlustbehafteten Flichensprung ist
dies jedoch nicht ohne weiteres moglich, da sich die Verluste unterscheiden. Daher muss
hier die Inverse der Tranfermatix einer Kontraktion berechnet werden.

Fiir die Schallfeldgréfien vor dem Element ergibt sich somit unter Verwendung des
ersten Modells:
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’ 2 . -1
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(5.42)

Die Schallfeldgrofien bei 2, d.h. nach dem Element, kénnen bei einem schallharten
Rohrabschluss direkt als Randbedingung angegeben werden. Wie schon in Abschnitt
4.2.2 verschwindet bei einem schallhartem Abschluss die Schnelle. Es gilt daher:

p/ SyS p/ SyS
p—é = 1. p—z + T30 (5.43)
p/
u, = T p—z +T55° -0 (5.44)
Somit lasst sich direkt die Impedanz, die sich vor dem Fliachensprung einstellt, angeben:
4l T
73 == =pc- — 5.45
0 ull C TQl ( )

Aus der Impedanz sind die Verluste nur schwer zu erkennen, es bietet sich daher an, aus
den bekannten Impedanzen den Reflextionsfaktor des Systems zu berechnen:
25" = Zy

7" + Zy
Hierbei ist Z; die Schallkennimpendanz pc des Fluids in der Brennkammer und Z;¥* die

oben berechnete Schallkennimpedanz, welche sich als Randbedingung fiir den vollstindi-
gen Resonator am Einlauf ergibt.

r5Ys

(5.46)

Dieses Modell soll anhand unterschiedlicher Konfigurationen untersucht werden. Als
Referenzkonfiguration wird das Modell ohne Verluste herangezogen. Die folgende Liste
gibt eine Ubersicht {iber die unterschiedlichen Konfigurationen:

e reines Rohrstiick mit und ohne Verluste

e vollstindig verlustfreie Konfiguration

o verlustfreier Flachensprung mit verlustbehafteten Rohrstiick

e Modell 1/2 des Fléchensprungs mit verlustbehafteten Rohrstiick

e ta2-Modell bei Verbrennungsbedingungen (7" = Tjpax)

Da sich der Flachensprung direkt an der Brennkammer befindet ist es sinnvoll diesen
als vollstdandig ungekiihlt anzunehmen. Fiir das Rohrstiick miissen allerdings die mittleren
Betriebsbedingungen berechnet werden um ein sinnvolles Verhalten zu beobachten. Um
allerdings die Verschiebung der Resonanzlage infolge der Temperatur zu beobachten wird
die Temperatur im Rohrstiick variiert.
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5.4.1. Analyse des reinen Rohrstiicks

Betrachnet man ein reines Rohrstiick ohne Verluste, so ergibt sich das in Kapitel 4.2
beschriebene Verhalten: Im Resonanzfall ist die Impedanz rein reel und gleich Null,
der Reflexionsfaktor ist somit auch rein reel und gleich -1. Im Zwischenbereich, als
Funktion der Frequenz, sind Imagindr und Realteil um 7 phasenverschoben, ergeben
jedoch einen konstanten Absolutwert von 1. Die Phase des Reflexionsfaktors dndert sich
im Resonanzfall sprunghaft von —7 zu +m, dazwischen verlduft sie linear. In Abbildung
5.13 wurden Real, Imaginér, Phase und Absolutwert graphisch fiir ein Rohrstiick der
Lénge L = 0.054 m dargestellt.

20

Rohr or'me Verluste [
Rohr mit Verlusten

l
|
|
15 1

|
|
|
ol

Absolutwert normierte Impendanz Z/Z [-]

0 L T 1 1 . — 1 I
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Frequenz [1/s]

Abbildung 5.12.: Impedanz fiir ein Rohrstiick mit und ohne Verluste bei T" = T}can mit
L =0.054 m.

Die Resonanzlage ist sowohl von der Rohrlénge, als auch von den Betriebsbedingungen
abhéngig. Die Schallgeschwindigkeit beeinflusst direkt die Wellenzahl, eine niedrigere
Schallgeschwindigkeit, bzw. eine niedrige Temperatur fithrt zur Resonanz bei kleineren
Frequenzen. Eine hohe Temperatur entsprechend fiir Resonanz bei héheren Frequenzen.

Die Verluste sind, wie schon in Abschnitt 5.2.1 gezeigt, auch abhéngig von den Be-
triebsbedingungen und werden mit zunehmender Frequenz immer héher. In Abbildung
5.14 wurde der Absolutwert des Reflexionsfaktors bei unterschiedlichen Betriebsbedin-
gungen geplottet. Auffallig ist, dass der Reflexionsfaktor nur von den Verlusten im Rohr
abhéingig ist. Selbst im Resonanzfall ist kein Mininum zu erkennen, das bedeutet, dass
ein einfaches Rohrstiick zur erfolgreichen Dampfung der Eigenfrequenzen nicht ausreicht.

Ein Rohrstiick ist daher fiir die folgenden Phdnomene verantwortlich:
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Abbildung 5.13.: Reflexionsfaktor fiir ein Rohrstiick ohne Flachensprung und ohne Ver-
luste der Lange L = 0.054 m.

Absolutwert Reflexionsfaktor [-]
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Abbildung 5.14.: Reflexionsfaktor fiir ein Rohrstiick mit dissipativen Verlusten, jedoch
ohne Flachensprung, bei unterschiedlichen Betriebsbedingungen mit

der Lénge L = 0.054 m.
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e Einstellen der Resonanzlage bei einer konstanten Temperatur iiber die Lange des
Rohrstiicks.

e Verursachen von resonanzunabhéngigen Verlusten durch Dissipation und eventueller
Reibung.

5.4.2. Analyse des Modells mit Flachsensprung

Wie schon bei der Analyse im vorherigen Abschnitt gezeigt, ist der Flachensprung
abhéngig vom Flachenverhéltnis davor und danach. Die Flidche danach ist konstant und
hat einen Druchmesser von Dy = 8 mm. Die Fliche davor ist variabel. Es soll als erstes
mit einem Durchmesser von D; =~ 16.5 mm gerechnet werden. Dies entspricht etwa einem
Vierzigstel des Brennkammerumfangs. Fiir die Stromungsgeschwindigkeit wird im Rohr
eine feste Machzahl von M; = 0.01 angenommen. Damit berechnet sich die Machzahl
vor dem Flachensprung direkt am Eintritt zu M; ~ 0.00235.

Vergleicht man die Impedanz des vollstdndigen Modells mit der des Rohrstiicks, so ist
der Verlauf prinzipiell der Gleiche. Ein wichtiger Unterschied sind die deutlich héheren
Werte im Falle einer Flachenkontraktion!!, sowohl fiir den verlustbehafteten als auch
fiir den verlustfreien Flachensprung. Ein weiterer wichtiger Unterschied, der aufgrund
der Verluste eintritt, besteht darin, dass der Absolutwert im Falle von Resonanz nicht
mehr gleich Null ist sondern etwas grofiere Werte einnimmt. Dieses Verhalten wurde in
Abbildung 5.15 geplottet.

Um die Verluste im Resonanzfall besser zu erkennen, ist es angebracht den Absolutwert
des Reflexionsfaktors fiir die unterschiedlichen Verlustmodelle graphisch darzustellen.
Dies wurde in Abbildung 5.17 gemacht. Deutlich erkennt man die erhthten Verluste
im Resonanzfall. Dabei verhalten sich die Modelle 1 und 2 nahezu gleich. Interessant
ist, dass selbst die Kombination aus verlustfreien Flachensprung und verlustbehafteten
Rohrstiick ein Reflexionsminimum im Resonanzfall aufweisst. Dadurch wird deutlich,
dass der Flachensprung, egal ob mit oder ohne Verluste entscheident dafiir ist, dass
iiberhaupt eine Resonanzddmpfung eintritt. Dabei ist die Ddmpfung durch Dissipation
im Rohr sogar hoher als die vom Flachensprung, allerdings nur solange mit den oben
angegebenen Machzahlen und Durchmessern gerechnet wird.

In Abbildung 5.16 sind die einzelnen Anteile des Reflexionsfaktors, als Vergleich zum
Rohrstiick (Abbildung 5.13), geplottet. Der prinzielle Verlauf ist der Gleiche, nur nahe der
Resonanzfrequenz erkennt man Unterschiede. Weiterhin ist der Phasenverlauf zwischen
den Resonanzfrequenzen nicht mehr linear.

Variation von Machzahl und Flachenverhaltnis

Abschliessend soll der Einfluss von Machzahl und Fliachenverhéltnis analysiert werden.
Wie in der Analyse des Flachensprungs gezeigt, vergrofiern sich die Verluste bei einem

"Tm Falle einer Flichenexpansion wird die Impedanz kleiner.
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Abbildung 5.15.: Impedanz des vollstéindigen Modells mit und ohne Verluste bei
T = Thean mit L = 0.054 m, My = 0.01 und D; = 0.016 m.
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Abbildung 5.16.: Reflexionsfaktor des vollstdndigen Modells ohne Verluste bei T' = T} can
mit L = 0.054 m, My = 0.01 und D; ~ 0.016 m.
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Abbildung 5.17.: Reflexionsfaktor des vollstindigen Modells bei T' = Ty0an mit L = 0.054
m, My = 0.01 und D; =~ 0.016 m.

groBeren Flachenverhéltnis deutlich. Dies kann hier anhand des Reflexionsfaktors bestétigt
werden. Auffallig ist, dass die Breite des Peaks etwas geringer wird, was zu schéarferen
Peaks fiihrt. Eine groflere Machzahl verursacht auch deutlich hohere Verluste, die Peaks
werden jedoch breiter.

In Abbildung 5.18 wurde der Durchmesser D; verdoppelt, die Machzahl jedoch kon-
stant gehalten. Aulerdem wurde in der Abbildung der Reflexionsfaktor bei unterschiedli-
cher Rohrléange geplottet. Man erkennt sehr gut die Verschiebung der Resonanzfrequenz
zu hoheren Frequenzen bei kiirzerem Rohrstiick. Fiir das entsprechende Rohrstiick wurden
die entsprechenden mittleren Temperaturen und Zustandsgréfien berechnet. Fiir das Rohr
mit L = 0.054 m ergibt sich eine Schallgeschwindigkeit von etwa cg 54 &~ 1167 m/s, fiir
das Rohr mit L = 0.025 m eine von cg g5 ~ 1343 m/s (zur Berechnung siehe Abschnitt
5.2.1).

In Abbildung 5.19 wurde schliesslich die Machzahl im Rohrstiick um den Faktor 10
erhoht was zu einer hypothetischen Machzahl in der Brennkammer von M; ~ 0.0235
fithrt. Allerdings ist mit der Annahme einer Machzahl von 0.1 im Rohrstiick die Stromung
sicher voll turbulent, da die Reynolds-Zahl (Gleichung 5.10) sehr hohe Werte annimmt.
Dies wird jedoch in diesem Modell nicht beriicksichtigt.

Aus der Abbildung 5.19 wird deutlich, dass die Machzahl einen erheblichen Einfluss
auf das Dampfungsverhalten hat. Die Peaks werden erheblich breiter als die Peaks
unter Annahme eines grofleren Durchmesserverhéltnis. Weiterhin erkennt man, dass die
dissipative Dédmpfung gleich geblieben ist und der wesentliche Anteil an Verlusten auf
den Flachensprung zuriickzufiihren ist.
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Abbildung 5.18.: Reflexionsfaktor des vollstdndigen Modells mit Verluste bei T' = Tean,

Absolutwert Reflexionsfaktor [-]

Abbildung 5.19.: Reflexionsfaktor des vollstéindigen Modells bei T' = Tiean mit L = 0.054
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5.4.3. Vergleich mit dem ta2-Modell

Zur Validierung des in dieser Arbeit entwickelten Modells soll es mit dem ta2-Modell
verglichen werden. Es zeigt sich, dass das ta2-Modell in hohem Mafe Ubereinstimmungen
mit dem hier entwickelten Modell aufweisst. Die Impedanz am Flachensprungeintritt ist
nahezu gleich. Auch der Reflexionsfaktor zeigt ein gleiches Verhalten.
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Abbildung 5.20.: Reflexionsfaktor des vollstandigen Modells nach dem ta2-Modell mit
T = Thax und M; = 0.01

Die Mathematica Berechnungsdatei, die zum Validieren verwendet wurde, ist im An-
hang B zu finden. Es wurde mit ungekiihlten Rohrstiicken bei Verbrennungsbedingungen
mit einer Rohrldnge von 50 mm gerechnet. Aufgrund der hohen Schallgeschwindigkeit im
ungekiihlten Rohr, ergibt sich eine Resonanzfrequenz von etwa 6000 Hz. Das Rohrstiick
im ta2-Modell ist ohne Verluste, nur der Flidchensprung verursacht stromungsmechanische
Verluste. Wird mit einem Durchmesser D; von etwa 32 mm gerechnet, so ergibt sich nach
Gleichung (5.38) ein Verlustbeiwert von etwa 19, bei einem Durchmesser von D; = 16
mm ergibt sich einer von 3.3. Entsprechend andert sich der Reflexionsfaktor. In der
folgenden Abbildung 5.20 wurde der Reflexionsfaktor aus dem ta2-Code geplottet!2.

Auffallend ist, das sich die Breite des Peaks weder von der Machzahl noch vom
Flachenverhéltnis abhéngt. Es ergibt sich bei verschwindenen Machzahlen ein verlustfreier
Flachensprung, was einem vollsténdig verlustfreien Modell enstspricht, da das Rohrstiick
keine dissipativen Verluste hervorruft, dieses Verhalten ist in Kurve (3) zu sehen. Insgesamt
verursacht daher das ta2-Modell, besonders bei kleinen Machzahlen weniger Verluste als
das hier aufgestellte Modell.

12Es wurde dafiir, f und ¢ einzelnd ausgegeben und anschliessend der Quotient berechnet.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Aufbauend auf der Arbeit von R. Fiereder konnte ein analytisches Modell zur Beschrei-
bung von A/4-Resonatoren in einer Raketenschubkammer aufgestellt werden. Die Idee zur
Modellierung bestand darin, einen Fldchensprung mit einem abgeschlossenem Rohrstiick
zu kombinieren. Dabei reichte die reine verlustfreie Akustik nicht aus um eine Damp-
fung an den Eigenfrequenzen des Brennkammersystems zu beobachten. Erst durch die
verlustbehaftete Beschreibung, unter Annahme einer Einstrémgeschwindigkeit des Brenn-
kammergases in das Resonatorrohr, konnte das hier aufgestellte System eine Dampfung
hervorrufen. Als Verluste wurden sowohl dissipative Verluste im Rohrstiick des Resonators
als auch Einlauf- und Reibungsverluste durch den Fléchensprung beriicksichtigt. Dabei
wurde eine vollstdndige laminare Durchstromung des Rohrstiicks angenommen, dies ent-
spricht vermutlich einer der gréfiten Vereinfachungen dieses Modells. Es ist anzunehmen,
dass sich durch den Einlauf bei gekiihlten Resonatoren eine turbulente Grenzschicht
ausbildet, welche eine hohere Energieumwandlung respektive Dampfung mit sich bringt.

In der Arbeit von R. Fiereder wurde die reine Wellengleichung ohne Verlustterme in ein
FEM-Modell implementiert. Es ist daher wenig verwunderlich, dass ohne Beriicksichtigung
der stromungsmechnischen Verlustterme kein Dampfungsverhalten beobachtet werden
konnte. Jediglich eine Verstimmung des Systems wurde hervorgerufen. Eine angemessene
Modellierung miisste die Verlustterme zusétzlich beriicksichtigen, dies wiirde allerdings
erheblichen Simulationsaufwand mit sich bringen. Es bietet sich daher in kommenden
Arbeiten an, das hier hergeleitete analytische Modell als Impedanzrandbedingung in das
FEM-Modell zu implementieren.
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A. Grundgleichungen

A.1. Erhaltungsgleichungen

Massenerhaltung Die Massenerhaltung in konservativer Form {iber ein Volumenbereich
2 und seinem Rand 0f2 lautet:

o Ot o0

mit dem Vektor n; in Normalenrichtung. Unter Benutzung des Satzes von Gauss erhélt
man 5 O pus)
P pU;

— dQ2 =0 A2

/Q (6t * oz, ) (A.2)

Diese Gleichung muss fiir alle Fluidvolumina €2 gelten, daher muss nicht nur das
Integral selber Null werden, sondern auch der Ausdruck unter dem Integral. Es ergibt
sich die Gleichung fiir die Massenerhaltung in differentieller Form:

dp | 9(pus)

=0 (A.3)

Impulserhaltung Analog zur Massenerhaltung, nur mit der Transportgréfie (pu;) an-
stelle von p ergibt sich die Impulserhaltung in konservativer Form zu:

J

Die rechte Seite stellt die Summe aller an das Volumen angreifenden Kréfte dar. Fiir den
Euler-Fall sind nur die Druckkréfte vorhanden. Betrachtet man zusétzlich Reibung und
Wirmeleitung so ergeben sich die Navier-Stockes-Gleichungen.

dpu;

Fiir den Euler-Fall ergibt sich die folgende Impulserhaltung in differentieller Form:

Opu; N d(puu;) dp

= — A.5
und fiir den Fall der Navier-Stockes-Gleichungen:
Opu, N d(pu;u;) _ JOp N 0T (A6)

mit 7;; = 215 + (tta — 2/3p) Skrdij, wobei S;; den Deformationstensor des Fluids
darstellt.
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B. Software

B.1. Octave Source-Code

Listing B.1: Transfermatix eines Rohrstuecks

% Transfermatiz eines einfachen zylindrischen Rohrstuecks
% mit oder ohne Verluste mit Durchstroemung

function [mduct] = f_duct2(f, x, t, alpha_ds, alpha_us, M)
global c;

omega = 2 .x pi .x f;

gama_ds = alpha_ds + j .x omega ./ (¢ .x (1 + M));
gama_us = alpha_us + j .x omega ./ (¢ .x (1 — M));

% transfer matrix

mduct(1,1) = 0.5 .x exp(j .* omega .x t) .x ( exp(gama_ds .x x) + exp(—1 .* gama_us .
mduct(1,2) = 0.5 .x exp(j .* omega .* t) .x ( exp(gama_ds .x x) — exp(—1 .x gama_us .
mduct(2,1) = 0.5 .x exp(j .* omega .x t) .« ( exp(gama_ds .x x) — exp(—1 .* gama_us .
mduct(2,2) = 0.5 .x exp(j .* omega .x t) .x ( exp(gama_ds .x x) + exp(—1 .x gama_us .

Listing B.2: Transfermatix eines Flédschensprungs nach Modell 1

% Flaeschensprung mit Verlusten (Modell 1)
% Analog A. Fischer, jedoch mit Korrekturen (siehe Arbeit)
function [mwidthchange] = f_widthchangel(omega, al, a2, m1, m2, z)

global rho, global c;

dl = sqrt(4 .x al ./ pi);
d2 = sqrt(4 .x a2 ./ pi);

Induktanz = f.inductance(d1, d2, z);
Resistance = f_resistance(omega, d1, d2, z);

l_effl = Induktanz .x al ./ rho;
l.redl = —1 .x rho ./ (Induktanz .x c¢); % Lred fehlerhaft

zetal = Resistance .x al / (rho .x c¢);

% transfer matriz

mwidthchange(1,1) = 1;

mwidthchange(1,2) = (mnl . (1 — zetal — (al ./ a2)"2)) — ((j .* omega ./ ¢) .x 1effl);
mwidthchange(2,1) = —1 .x (al ./ a2) .x (j .x omega ./ ¢) .x l.redl;
mwidthchange(2,2) = al ./ a2;
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KAPITEL B. ANHANG - SOFTWARE

Listing B.3: Temperaturfunktion im lambda/4 Rohrstueck nach R. Fiereder

% Temperaturfunktion in dem lambda/4 Rohrstueck

% zur Berechnung einer mittleren Temperatur

%

% flag = 7lin”: linearer Verlauf

% flag = "exp”: exponentieller Verlauf

%

% Die magischen Zahlen skalieren die Exponentialfunktion
% neu und sind eine Funktion der L”ange der Absorbers.
% a =16 und b = 0.2 fuer L = 5/mm wurden

% von der EADS vorgebeben.

function [T_z] = {_temperature(z)

% Globale Variablen muessen belegt sein:
global T _min, global T_max, global L, global T _flag;

% etwas lineare Regression (siehe Arbeit von R. Fiereder)
a = 0.75862 — 10.34483 .x L;
b = 2.96552 4 241.37931 .x L;

if (T_flag == "exp’);
% exzponentiell
Tz = T.min 4+ (T_max — T_min) ./ (1 + exp(a .x (z .x 1000 — b)));

else

% linear

Tz = T.max — (T-max — T_min) .xz ./ L;
end;

Listing B.4: Temperaturabhéingige Stoffdaten

% Funktion zur Berechnung beliebiger Stoffwerte fuer das Gas in der Brennkammer
function [c, kappa, cp, rho, mu, lambda] = f_properties(T)

% Anpassung an bekannte Werte (siehe Tabellen)

¢ = —1797.79487+exp(—T/6979.01802) — 342.72225%exp(—T/736.26251) + 2309.04745;

kappa = 1.40464 — 3.05112%10"(—4)*T + 1.71761x10"(—7)+«T"2 — 3.23335%10"(—11)*T"3;

cp = —0.54631xexp(—T/1255.49002) — 0.54631xexp(—T/1255.48961) + 2.1425;

rho = y = 4.92184xexp(—T/1275.52082) + 25.17149xexp(—T/230.0902) + 0.51195;

mu =y = (—1.92138+exp(—T/5436.60749) — 0.15465%xexp(—T/616.41069) + 2.07071) * 10" (—4);
lambda = —0.00333 + 1.00782%10" (—4)=T;

Listing B.5: Beispiel einer Absorberberechnung

% Stoffwerte am Injektor der Racketenschubkammer:
constants % m— File fuer globale Konstanten

global L, global T flag;

L = 0.054;
t=0;

% Berechnung der mittleren Schallgeschwindigkeit im Absorber:
% Funktion der Temperatur (abhingig von L):

T flag = ’exp’;

[V, IER] = quad(’f_temperature’, 0, L);

T.m = 1./L .* V; % mittlere Temperatur im Rohrstueck
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T =T.m;
[c, kappa, cp, rho, mu, lambda] = f _properties(T);

f = 3000;
omega = 2 .x pi .x f;

% Transfermatriz des Flaechensprungs bei Fintritt

Tm flsprungOe = f_widthchangeO(A_1, A_2); % ohne Verluste

Tm flsprungle = f_ widthchangel(omega, A_1, A2, M_1, M_2, 0.5 .x D_1); % Modell 1 (Fischer)
Tm_ flsprung2e = f_widthchange2(omega, A_1, A2, M_1, M_2, 0.5 .x D_1); % Modell 2 (Polifke)

% Transfermatriz des Rohrstuecks von 0 bis L (Laenge L) zur Zeit t = 0
Tm._rohr0e = f_ductl(f, L, t, 0); % ohne Verluste
Tm_rohrle = f_ductl(f, L, t, f_duct_kingsler(f, D_2)); % mit Verlusten (Kingsler)

% Berechnung der vollstaendigen Transfermatriz

Tm_element0 = inv(Tm_flsprung0e) * Tm_rohrOe;
Tm_element]l = inv(Tm_flsprungle) * Tm_rohrle;
Tm_element2 = inv(Tm_flsprung2e) * Tm_rohrle;

% Impedanz eines Rohrstuecks mit schallhartem Abschluss
720 = 1; % Dimensionslos (¢ = 1, rho = 1)

Impedanz0(f) = Z_0 .« Tm_element0(1,1) ./ Tm_element0(2,1);
Impedanzl(f) = Z_0 .x Tm_element1(1,1) ./ Tm_element1(2,1);
Impedanz2(f) = Z_0 .x Tm_element2(1,1) ./ Tm_element2(2,1);

% Reflexionsfaktor

r0(f) = (Impedanz0(f) — Z.0) ./ (Impedanz0(f) + Z_0);
r1(f) = (Impedanzl(f) — Z.0) ./ (Impedanzl(f) + Z_0);
r2(f) = (Impedanz2(f) — Z.0) ./ (Impedanz2(f) + Z_0);

B.2. ta2-Berechnungsdateien

Listing B.6: Mathematica ta2 Berechnungsdatei

ta2dir = 7\ Wolfram Research\Mathematica\5.0\ AddOns\Applications\\ta2\\”;
Get[ta2dir <> "elements.m”]

loadedPackages

elements

ClearAll[mode, omega]
flow = {0, 0}

dl = 0.03298;

d2 = 0.008;

al = d172xpi / 4;

a2 = d2"2xpi / 4;

m2 = 0.01;

ml = m2 x a2 / al;
¢ = 1167.1;

rho = 0.9156;

flow[[1]] = {ml, ¢, d1, rho};
flow[[2]] = {m2, ¢, d2, rho};
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MatrixForm[flow];
ClearAlljomega, mode];
osc = {omega, mode};

syseq = {{}, {}}

syseq = speaker[{1}, {}, {1, ”in”}, flow[[1]], osc, syseq];

syseq = duct[{1, 2}, {}, {0.025}, flow[[1]], osc, syseq];

syseq = areaChange[{2, 3}, {}, {al, a2}, flow[[1]], flow[[2]], osc, syseq];
syseq = duct[{3, 4}, {}, {0.025}, flow[[2]], osc, syseq];

syseq = duct[{4, 5}, {}, {0.025}, flow[[2]], osc, syseq];

syseq = reflExit[{5}, {}, {1, "out”}, flow[[2]], osc, syseq];

syseq = %

response [{2}, {0}, flow, {10., 15000, 100}, {"z”, "abs” }, ””, syseq]
response [{2}, {0}, flow, {10., 15000, 100}, {"z”, "arg”}, ", syseq]
response [{2}, {0}, flow, {10., 15000, 100}, {"f’, 7abs” }, ", syseq]
response [{2}, {0}, flow, {10., 15000, 100}, {"g”, 7abs” }, ", syseq]
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C. Tabellen

C.1. Eckdaten der Racketenbrennkammer

Durchmesser der Brennkammer:
Machzahl am Injektor:

maximale Temperatur in der Brennkammer:

minimale Temperatur:

Anzahl der \/4-Resonatoren:
maximale Lénge der Resonatoren:
minimale Lénge der Resonatoren:
Durchmesser der Resonatoren:

C.2. Stoffdaten

Das Gas in der Brennkammer am Injektoreintritt kann als ideal betrachtet werden. Die
Stoffdaten fiir unterschiedliche Temperaturen wurden aus dem NASA-GLENN Programm
zur Berechnung thermodynamischer Gréflen in Raketenschubkammern nach Gordon und
McBride gewonnen. In der nachfolgenden Tabelle sind die Stoffdaten, die in dieser Arbeit

verwendet wurden, aufgefiihrt:

0.210 m
0.000

3190.81 K

300 K
40
0.054 m
0.025 m
0.008 m

T [K] 3190 | 2000 | 1000 500 300

p [kg/m?] || 00156 | 1,5422 | 3,0853 | 6,7029 | 11,2360

¢, [kJ/(kg - K)] | 2,0553 | 1,9209 | 1,6562 | 1,3943 | 1,2908
k| 1,337 | 12230 | 12511 | 1,2659 | 1,3367

clm/s] | 1167,1| 9340 | 6679| 4558 | 3618

£ [1074 Pa -] | 1,0045 | 0,7318 | 0,4465 | 0,2492 | 0,1564
AW/(m - K)] | 03152 ] 02006 | 01052 | 0,0421 | 0,0246
Pr[]| 06550 | 057007 | 0,7027 | 0,8249 | 0,8198

M [kg/kmol] || 22,0770 | 23,3140 | 23,3200 | 25,3320 | 25,4790
R[J/(kg K)] | 376,60 | 356,62 | 356,53 | 32821 | 326,32

Tabelle C.1.: Stoffdaten fiir das Brennkammergas
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