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sys vollständiges System
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1. Einleitung

1.1. Motivation

Diese Arbeit beschäftigt sich damit, eine mögliche Methode zur Dämpfung von hochfre-
quenten Verbrennungsinstabilitäten aufzustellen. Das Auftreten von Verbrennungsinsta-
bilitäten, insbesondere in Raketenantrieben jedoch auch in Hochleistungsflugturbinen, ist
nach wie vor eines der schwierigsten Probleme bei der Entwicklung von Brennkammern.
Verbrennungsinstabilitäten in Brennkammern sind auf die komplexen Prozesse zwischen
der Akustik und der Thermodynamik bei der Zerstäubung, Verdampfung und ansch-
liessenden Verbrennung des Treibstoffs zurückzuführen. Bisher ist es nicht gelungen die
Prozesse genügend genau zu beschreiben, um die Instabilitäten eindeutig zu identifizieren.

Um dennoch eine stabile Verbrennung zu erreichen, können durch geeignete konstrukti-
ve Maßnahmen die Instabilitäten gedämpft werden. Insbesondere sind diese Maßnahmen
Resonanz-Absorber oder Baffles, die normalerweise am Injektionsbereich angebracht
werden. Diese verursachen jedoch zusätzliche Kosten und erhöhen das Gewicht und
allgemein die Komplexität des Brennkammersystems.

Ein Beispiel für eine teilweise fehlgeschlagene Mission aufgrund von Verbrennungsin-
stabilitäten in der Brennkammer des Triebwerks, stellt der Ariane-Flug Nr. 142 dar [2].
Aufgrund des Fehlverhaltens im Aestus-Triebwerk der oberen Antriebsstufe konnte die
aus zwei Satelliten bestehenden Nutzlast nur auf eine niedrigere Umlaufbahn gebracht
werden als geplant.

Nicht nur in der Luft- und Raumfahrttechnik wird intensiv nach besseren Methoden
gesucht, auch in der Umwelttechnik, bei der Müllverbrennung, oder anderen industriell
eingesetzten Verfeuerungen, die eine hohe Energiedichte aufweisen, wird das Auftreten von
Verbrennungsschwingungen immer bedeutender werden. Es zeigt sich daher recht deutlich,
dass eine geeignete Methode zur Vorhersage und zur Beschreibung des Verhaltens in der
Brennkammer immer wichtiger wird. Durch die hohe Komplexität der unterschiedlichen
Wechselwirkungen zwischen Verbrennung, Akustik und Mechanik sind diese Probleme
allerdings nur noch numerisch handhabbar.
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Kapitel 1. Einleitung

1.2. Ziel der Arbeit

Aufbauend auf der Arbeit von R. Fiereder [3], soll ein analytisches
Modell zur Beschreibung der Verluste durch λ/4-Resonatoren im Ab-
sorberring der Raketenbrennkammer eines Aestus-Triebwerks einer
Ariane 5 Oberstufe aufgestellt und untersucht werden. In der Arbeit
von R. Fiereder wurde hauptsächlich die Akustik der Brennkammer
numerisch, mit rein konstruktiven Absorbern untersucht, jedoch oh-
ne Berücksichtigung von akustischen oder strömungsmechanischen
Verlustmechanismen. Die Verschiebung der Eigenmoden konnte be-
stimmt werden, jedoch reichte die rein akustische Betrachtungsweise
nicht aus, um eine Dämpfung der Eigenmoden zu beschreiben. Dies
soll anhand eines analytischen Modells in dieser Arbeit nachgeholt
werden.

Das analytische Modell der λ/4-Resonatoren soll als Randbedingung
für eine weitere Implementation in ein bestehendes Finite-Element
Modell formuliert werden. Die Zielgröße dieser Arbeit ist die durch
Resonatoren veränderte Schallkennimpedanz an der Brennkammer-
wand.

Abb. 1.1.: Aestus-
Oberstufentriebwerk
der Ariane 5 [14].
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2. Flüssigkeits-Raketentriebwerke

In diesem Kapitel soll ein kurzer Überblick über die Technik von Flüssigkeits-Raketen-
triebwerken gegeben werden. Inbesondere die Verbrennung in der Brennkammer ist von
Interesse für diese Arbeit. Zur Auslegung und Inbetriebnahme von Flüssigkeits-Raketen-
triebwerken ist eine möglichst effiziente und stabile Verbrennung notwendig. Ist die
Verbrennung jedoch nicht stabil, so kann es zu erheblichen Beeinträchtigungen der Effizi-
enz des Triebwerks kommen, welche bis zur Schädigung oder vollständigen Zerstörung
der Rakete führen können. Auf diese Problematik, der sogennanten Verbrennungsinstabi-
litäten, wird insbesondere eingegangen.

2.1. Verbrennungsprozess

Die Reaktionskomponenten werden am Injektor in die Brennkammer eingeführt und
reagieren dort stark exotherm. Dabei wird erhebliche Energie freigesetzt. Diese Energie
kann teilweise in Impuls umgewandelt werden und erzeugt einen Schub, der die Rakete
antreibt.

Einspritzungs-/
Zerstäubungs-
zone

In
je

kt
o

r

Schnelle Verbrennungs-
zone

Strömende Verbrennungs-
zone

Schallnahe Strömungs-
zone

Überschall
Expansions-
zone

Schallmauer
Verbrennungszone mit unterschall Strömung

Abbildung 2.1.: Schematische Unterteilung einer Raketenbrennkammer [17, Copyright
AIAA].

Der Injektor ist flach und hat die Aufgabe, die Brennstoffe möglichst kontrolliert
einzuführen. Das Aestus-Triebwerk verwendet dabei ein bi-ergoles Treibstoffsystem beste-
hend aus Monomethylhydrazin (MMH) (CH3N2H3) und dem Oxidator Distickstofftetroxid
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Kapitel 2. Raketentriebwerke

(N2O4). Dies ist ein typisches hypergoles1 Treibstoffsystem. Die Treibstoffeinspritzung
ist eine sehr kritische Größe für eine stabile Verbrennung. Störungen können bereits bei
falscher Einspritztemperatur, falschen Einspritzgeschwindigkeiten oder ungleichmäßiger
Zerstäubung des Treibstoffs auftreten.

Direkt nach der Einspritzungszone folgt die Verbrennungszone. Diese Zone ist gekenn-
zeichnet durch eine sehr schnelle exotherme Oxidationsreaktion. Die Temperatur steigt
sehr rasch an und erreicht maximale Werte im Aestus-Triebwerk von etwa 3191 K. Durch
die rasche Temperaturerhöhung expandiert das Gas sehr schnell was zu hohen axialen
Geschwindigkeiten führt. Die Verbrennung ist dabei kein stationärer Prozess sondern
unterliegt starken lokalen Schwankungen. Diese Schwankungen stellen wiederum ein
Problem dar, da sie wieder zu Instabilitäten führen können, die möglichst zu vermeiden
sind.

Im Anschluss an die Verbrennungszone mit hoher Reaktionsrate folgt eine Zone,
wo restlicher Brennstoff und andere Produkte weiter reagieren, jedoch mit axial ab-
nehmender Rate. Die Strömungsgeschwindigkeit steigt dabei weiter an und erreicht
Werte von 200 bis 600 m/s, um dann meist durch eine divergierende Laval-Düse bei
Überschallgeschwindigkeiten nach außen zu expandieren.

Da die Temperaturen in der Brennkammer bei bi-ergolen Systemen über 3000 K
liegen, würden, ohne eine Kühlung der Brennkammerwände, die Werkstoffe schnell an ihre
Schmelztemperatur gelangen. Nur bei Verbrennung eines monergolen Teibstoffsystems
wie reines Hydrazin, kann auf eine Kühlung verzichtet werden. Die Kühlung kann auf
unterschiedliche Weise erfolgen, wichtig ist, dass die Wärmeenergie genügend schnell
abgeführt werden kann. Eine Möglichkeit besteht darin, eine der flüssigen Treibstoff-
komponenten zur Kühlung von außen zu verwenden. Diese direkte Form der Kühlung
ist energetisch sehr günstig, da nur geringe Energieverluste zur Aufrechterhaltung des
Kühlkreislauf entstehen. Sie wird als regenerative Kühlung mit geschlossenen Kreislauf
bezeichnet. Weitere Kühlmechnismen erfolgen über Strahlungskühlung, Filmkühlung
oder kapazitive (ablative) Kühlung, wo die Wand selbst als Wärmesenke wirkt. Im Falle
des Aestus-Triebwerks werden die Mechanismen kombiniert. So wird Beispielsweise die
Brennkammer regenerativ und die Düse über Strahlungskühlung gekühlt.

2.2. Verbrennungsinstabilitäten

Wird eine Verbrennung mit hoher Energiedichte nicht ausreichend kontrolliert, so können
sich lokale Schwankungen von Druck, Temperatur, Dichte oder Geschwindigkeit stark
aufschaukeln und zu Vibrationen oder zu plötzlichen Wärmespitzen in der Brennkammer
führen. In Raketensystemen wird von sogenannter smooth combustion gesprochen, wenn
die Schwankungen nicht ±5% der mittleren Größen in der Brennkammer überschreiten.
Ansonsten wird von sogenannter rough combustion gesprochen (siehe Abbildung 2.3).

1Hypergole Treibstoffe benötigen keine gesonderte Aktivierungsenergie, sondern reagieren bereits bei
Normalbedingungen kinetisch ungehemmt.
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Kapitel 2. Raketentriebwerke

Es sind unterschiedliche Arten von Vibrationen in Raketensystemen bekannt, einige
sind direkt mit den akustischen Eigenschaften der Brennkammer verknüpft, andere mit
dem Einspritzungssystem oder der kompletten Rakete. Bevor auf die einzelnen Formen
von Verbrennungsinstabilitäten eingegangen wird, soll das Grundprinzip der Kopplung
von Verbrennung und Akustik, d.h. periodischen Schwankungen, erläutert werden.

2.2.1. Thermoakustische Schwingungen

Die Thermoakustik beschäftigt sich mit dem Erzeugen von Schwankungen, hervorgeru-
fen durch Wärmequellen oder chemischen Stoffumwandlungsprozessen. Auf die genaue
Definition von akustischen Schwankungen wird im nächsten Kapitel eingegangen, es soll
hier zunächst das reine Phänomen beschrieben werden.

Anhand einer Flamme ist es mit einfachen Mitteln möglich, die Verknüpfung von
Schwankungen im Medium herrvorgerufen durch eine thermische Quelle zu beobachten.
Eine Flamme erwärmt das umgebende Fluid, dadurch entsteht durch das expandierende
Medium ein Auftrieb um die Flamme. Stellt man nun diese Flamme in ein senkrechtes
Rohr, so werden die Druck und Geschwindigkeitsschwankungen am Rohrende reflektiert
(siehe Kapitel 3). Die akustischen Wellen treffen wieder auf die Flammen und regen
diese an, was dazu führt, dass weitere Störungen im umgebenden Fluid entstehen. Bei
einer bestimmten Frequenz ist es nun möglich, dass eine Form von Resonanz eintritt, die
Schwingungen werden weiterhin unterhalten und können sich gegenseitig aufschaukeln,
das Medium expandiert dabei. Dieses Phänomen wird als thermoakustische Instabilität
bezeichnet. Wichtig zur Entstehung einer solchen Instabilität ist das Vorhandensein
eines Rückkopplungsmechanismus, welcher die Wärmequelle, die Strömungsmechanik
und die Akustik miteinander verknüpft. Später in Kapitel 4 wird ein weiterer solcher
Mechanismus kennen gelernt, dem des akustischen Resonators. In Abbildung 2.2 ist ein
solcher Rückkopplungsmechanismus schematisch dargestellt.

Dieses Phänomen wurde erstmals von Byron Higgins 1777 [6] erkannt. Higgins machte
die Entdeckung der sogennanten ”singenden Flammen”, als er eine Wasserstoffflamme
innerhalb eines Glasrohrs brennen ließ und sich je nach Position der Flamme ein hörbarer
Ton ausbildete.

2.2.2. Instabilitäten in Raketentriebwerken

Es kann zwischen drei prinzipiellen Typen von Verbrennungsinstabilitäten in Raketen-
triebwerken unterschieden werden. Die niederfrequenten Vibrationen bis zu einer Frequenz
von etwa 400 Hz, die hochfrequenten, welche eine Frequenz von über 1000 Hz aufweisen
und die mittelfrequenten, welche zwischen 400 Hz und 1000 Hz liegen. Eine Übersicht ist
in Tabelle 2.1 zu finden.

Niederfrequente Vibrationen werden auch als Chugging bezeichnet und sind zurück-
zuführen auf Druckschwankungen in den Treibstoffleitungen zwischen den Tanks und der
Brennkammer, welche Resonanzen im Antriebssystem hervorrufen. Haben die komplette
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Kapitel 2. Raketentriebwerke

Flamme/
Wärmequelle

akustische
Quelle

thermische
Expansion

akustische
Wellen

Reflexion

Transmission

Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung des Rückkopplungsmechanismus eines ther-
moakustischen Resonators mit der Folge thermoakustischer Instabilitäten
[9].

Rakete und das Antriebssystem die gleichen Eigenfrequenzen, so können sich auch soge-
nannte Pogo-Schwingungen ausbilden, welche sich über die ganze Strucktur der Rakete
erstrecken können. Durch eine auf diese Schwingungen ausgelegte Planung lassen sich die
niederfrequenten Schwingungen gut vermeiden, nachträglich ist dies durch Einbauen von
dämpfenden Elementen, wie beispielsweise Gaspolstern möglich.

Die mittelfrequenten Vibrationen werden als Buzzing bezeichnet. Ihre Zerstörungskraft
ist nicht sehr hoch, jedoch sind sie hörbar unangenehm und können die höherfrequen-
ten Instabilitäten induzieren. Ursache des Buzzings sind insbesondere Fluktuationen
von Treibstoffverhälnis bei der Einspritzung und die mechnischen Schwingungen des
Antriebssystems.

Der dritte Typ, das Screeching oder Screaming, hat hohe Frequenzen und ist der
gefährlichste Typ. Er stellt das größte Problem bei der Entwicklung von Brennkammern
dar und ist vollständig auf die akustischen Eigenschaften der Brennkammer zurück-
zuführen. Es handelt sich um Resonanzeffekte, welche bei den Eigenfrequenzen der
Brennkammer auftreten. Da die Brennkammer als ein fast vollständig ungedämpftes
System betrachtet werden kann, mit vernachlässigbaren Verlusten durch Reibung und
Wärmeabgabe, können sich solche Instabilitäten sobald sie sich gebildet haben, zu hohen
Temperaturspitzen und Druckamplituden aufschaukeln. Es können wiederum grob zwei
akustische Brennkammermoden unterschieden werden, die longitudinalen und die tan-
gentialen Moden, wobei die tangentialen Moden zerstörerischer wirken. In der Arbeit
von Fiereder [3] werden die Eigenmoden der Brennkammer ausführlich untersucht, es soll
daher nicht weiter auf die Moden eingegangen werden. Die Abbildung 2.4 zeigt einige
der theoretischen Moden der Brennkammer auf.

Zur Dämpfung der Moden werden bereits unterschiedliche Techniken praktisch einge-
setzt. Eine mögliche Methode besteht darin, durch entsprechende Sensorik Druckfluk-
tuationen in der Brennkammer zu messen und durch Einstellen der Treibstoffströme zu
dämpfen. Diese Methode wird erfolgreich in Gasturbinen eingesetzt, erfordert allerdings
ein sehr hohes Maß an Regelung. Die Einspritzung ist dabei eine sehr kritische Größe.
Neuste Ergebnisse lassen sogar vermuten, dass eine zu gleichmäßige Einbringung der
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Kapitel 2. Raketentriebwerke

Frequenzbereich Beschreibung Ursache

10 - 400 Hz Niederfrequente Vibrationen, Druckschwankungen in
Chugging der Treibstoffzufuhr

400 - 1000 Hz Mittelfrequente Vibrationen, Einspritzung, mechanische
Buzzing oder Entropiewellen Schwingungen des Antriebssystems,

Treibstoffmischungsverhältnis
über 1000 Hz Hochfrequente Instabilitäten, Verbrennungsprozess,

Screeching bzw. Screaming Brennkammerakustik

Tabelle 2.1.: Prinzipielle Typen von Verbrennungsinstabilitäten [17].

Treibstoffströme Verbrennungsinstabilitäten fördern kann, da sich ein geordnetes Schwin-
gungsverhalten einstellen kann. Andere Methoden zur Dämpfung der hochfrequenten
Vibrationen stellen die passiven Methoden dar. Dies sind konstruktive Maßnahmen,
welche die akustischen Eigenschaften der Brennkammer so verändern, dass sich keine
Instabilitäten bilden können. Es werden beispielsweise sogenannte Baffels am Einspritssy-
stem angebaut, welche die Rückkopplungsmechanismen unterdrücken. Ihre Auslegung ist
allerdings rein empirisch und ihre Anwendung beschränkt sich auf Frequenzen unter 4000
Hz. Eine andere konstruktive Maßnahme besteht darin, Resonatoren an die Brennkammer
anzubringen, welche an die Eigenfrequenzen des Systems angepasst wurden. Mögliche
Resonatoren sind die Helmholz- oder die λ/4-Resonatoren. Die letzteren sollen in dieser
Arbeit untersucht werden.
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Kapitel 2. Raketentriebwerke

Abbildung 2.3.: Typische Ozillationen der Drucks p1 als Funktion der Zeit einer Rake-
tenbrennkammer [17].

Abbildung 2.4.: Die ersten sechs Moden einer zylindrischen Brennkammer ohne kontruk-
tive Maßnahmen. L steht dabei für die longitudinalen Moden, T für die
transversalen. Die T1 Mode liegt bei etwa 3200 Hz.
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3. Grundlagen

3.1. Akustik

Periodische Schwankungen in einem Medium werden als Schall bezeichnet, wenn be-
stimmte Bedingungen erfüllt sind. Charakteristisch für Schall sind insbesondere:

• Schall breitet sich in Form periodischer Schwankungen aus, welche als Welle be-
zeichnet werden.

• Schallwellen bewegen das Medium um einen mittleren Zustand.

• Schallwellen transportieren Energie und können somit Informationen weitergeben.

• Die Schwankungen, hervorgerufen durch die Schallfeldgrößen, sind meist sehr klein.

Die wichtigsten Schallfeldgrößen sind der Druck p, die Dichte ρ und die Schallschnelle
u1. Es ist sinnvoll diese Größen in einem Gleichanteil und einen Schwingunganteil zu
zerlegen. Es ergibt sich:

p(x, t) = p0 + p′(x, t)

ρ(x, t) = ρ0 + p′(x, t) (3.1)

u(x, t) = u0 + u′(x, t)

In einem ruhenden Medium fällt u0 weg. Die Größen, die mit einem Strich (·)′ markiert
sind, stehen für die Schwankungsanteile, welche sehr klein gegenüber dem Gleichanteil
sind.

Im folgenden sollen diese Störungen untersucht werden. Da die Schwankungsanteile
sehr klein sind, können die Gleichungen linearisiert werden und vereinfachen sich beacht-
lich. Neben der linearen Betrachtungsweise soll in dieser Arbeit ein Schwerpunkt auf
eindimensionale ebene Wellen gesetzt werden.

3.1.1. Linearisierte Gleichungen

Aus den obigen Gleichungen (3.1) ergeben sich, nach einer Taylor-Entwicklung bei
Vernachlässigung aller Terme höherer Ordnung, die linearisierten Schallfeldgrößen:

p = p0 + p′

ρ = ρ0 + p′ (3.2)

u = u0 + u′

1Entropiestörungen stellen eine weitere wichtige Schallfeldgröße dar.
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Kapitel 3. Grundlagen

Setzt man diese in die differentielle Form der Massenerhaltung (A.3) so ergibt sich die
linearisierte Kontinuitätsgleichung in einer Dimension:

∂

∂t
(ρ0 + ρ′) +

∂

∂x
[(ρ0 + ρ′) u′] = 0

⇒ ∂ρ′

∂t
+ ρ0

∂u

∂x
= 0 (3.3)

Aus der Impulserhaltung (A.5) erhält man anolog die linearisierte Euler-Gleichung:

ρ0
∂u′

∂t
+

∂p′

∂x
= 0 (3.4)

Aufgrund der linearen Betrachtungsweise, lassen sich die Dichteschwankungen unter
Annahme von Isentropie wie folgt mit den Druckschwankungen verknüpfen:

p′ = ρ′
(

dp

dρ

)
S

= ρ′
dp

dρ
(ρ0) = ρ′c2 (3.5)

mit der Schallgeschwindigkeit c, welche im Falle eines idealen Gases den Druck direkt mit
der Dichte verknüpft. Die Gleichung (3.5) wird auch als linearisierte ideale Gasgleichung
bezeichnet.

Um nun die Wellengleichung für den Schalldruck zu erhalten leitet, man die Euler-
Gleichung (3.4) partiell nach dem Ort x ab, während man die Kontinuitätsgleichung (3.3)
partiell nach der Zeit t ableitet. Es ergeben sich folgende Gleichungen:

∂2ρ′

∂t2
+ ρ0

∂2u′

∂x∂t
= 0 (3.6)

ρ0
∂2u′

∂x∂t
+

∂2p′

∂x2
= 0 (3.7)

Nun setzt man beide Gleichungen gleich und erhält:

∂2ρ′

∂t2
− ∂2p′

∂x2
= 0 (3.8)

Nach Einsetzen der idealen Gasgleichung, ergibt sich schliesslich die linearisierte Wellen-
gleichung für den Schalldruck, welche die Ausbreitung von Störungen in einer Dimension
beschreibt:

1

c2

∂2p′

∂t2
− ∂2p′

∂x2
= 0 (3.9)

3.1.2. Lösungen der Wellengleichung

Wendet man auf die eindimensionale Wellengleichung (3.9) die binomische Formel an, so
erkennt man, dass es zwei Lösungen gibt:(

∂

∂t
+ c

∂

∂x

)(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)
p′ = 0 (3.10)

10
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Die allgemeine Lösung der Wellengleichung hat daher die Form:

p′(x, t)

ρc
= f(x− ct) + g(x + ct) (3.11)

f und g sind dabei beliebige Funktionen, welche jedoch gewisse Bedingungen erfüllen
müssen. Beispielsweise sollten sie zweimal differenzierbar sein. Sie werden als Riemann-
Invarianten2 bezeichnet, da sie mathematisch Lösungen von hyperbolischen partiellen
Differentialgleichungen darstellen, wie der Mathematiker Riemann um 1860 zeigte. Physi-
kalisch stellen sie Wellen dar, welche sich in zwei unterschiedlichen Richtungen ausbreiten.
Im folgenden werden die mittleren Schallfeldgrößen ohne den Index 0 geschrieben (Bei-
spielsweise: ρ = ρ0).

t

x

u′

0

Abbildung 3.1.: Wellenbewegung in einer Dimension abhängig von Zeit und Ort [1].

Die Gleichung 3.11 beschreibt daher Druckstörungen, welche sich jeweils in positiver
und negativer Richtung durch das Medium fortpflanzen. Die Geschwindigkeitsschwan-
kungenen u′ ergeben sich aus der Kontinuitätsgleichung nach Einsetzen der linearisierten
idealen Gasgleichung 3.5 und Integration zu:

u′(x, t) = f(x− ct)− g(x + ct) (3.12)

Die beiden Gleichungen (3.11) und (3.12) lassen sich zu den folgenden Beziehungen für f
und g zusammenfassen:

f = p+ =
1

2

(
p′

ρc
+ u′

)
(3.13)

g = p− =
1

2

(
p′

ρc
− u′

)
(3.14)

Es soll nun die Ausbreitung ebener eindimensionaler Wellen im Rohr betrachtet
werden. Die akustische Druckverteilung im Rohr wird durch die Funktion p′(x, t), die

2Streng genommen sind f und g mit ρc normierte Riemann-Invarianten. In der Akustik werden diese
allerdings oft als Riemann-Invarianten bezeichnet.

11



Kapitel 3. Grundlagen

Schnellenverteilung durch u′(x, t) beschrieben. f soll eine stromab (+) und g eine stromauf
(-) laufende harmonische Welle darstellen:

f = p+(x, t) = A+eiωt+ikx (3.15)

g = p−(x, t) = A−eiωt−ikx (3.16)

Für die akustische Druck- und Schnellenverteilung im Rohr ergibt sich aus den Gleichun-
gen (3.11) und (3.12):

p′(x,t)
ρc

= p+(x, t) + p−(x, t) = A+eiωt+ikx + A−eiωt−ikx (3.17)

u′(x, t) = p+(x, t)− p−(x, t) = A+eiωt+ikx − A−eiωt−ikx (3.18)

k steht hier für die komplexe Wellenzahl:

k =
2π

λ
− iα (3.19)

Auf die Bedeutung von α wird in Kapitel 4 näher eingegangen. ρc kann auch als Schall-
kennimpedanz oder charakteristische Impedanz Z0 geschrieben werden.

Wellenbewegung in einem bewegten Medium

Um die Wellenbewegung in einem bewegten Medium mit einer Strömungsgeschwindigkeit
u und der Machzahl M = u/c zu beschreiben hat man prinzipiell zwei Möglichkeiten.
Entweder man erweitert die Wellengleichung um einen Quellterm, welcher die Grund-
strömung erfasst oder man verändert das Bezugssystem, welches das Problem beschreibt.
Der deutliche Vorteil der zweiten Methode besteht darin, dass die Wellengleichung mit
den hier diskutierten Lösungen für den eindimensionalen Fall weiterhin gelten. Die Lösun-
gen müssen nur in das neue Bezugssystem transformiert werden. Wie sich zeigt ist die
Transformation recht einfach, es muss allerdings sichergestellt werden, dass sie keine
Auswirkungen auf die Ableitungen und auf die Erhaltungsgleichungen hat, welche in
beiden Systemen gelten müssen. Die Transformation von ruhenden (xR, tR) auf bewegten
(xB, tB) Koordinaten ergibt sich wie folgt und erfüllt die Erhaltungssätze:

xR = xB + u · tB (3.20)

tR = tB (3.21)

In einem bewegtem Medium bewegen sich daher Wellen in positiver x-Richtung um u
schneller als in einem unbewegtem. In negativer Richtung entsprechend langsamer. Die
Frequenz der Welle, aus der Perspektive des ruhenden bzw. bewegtem System in positiver
Richtung verschiebt sich daher wie folgt:

ωR = ωB +
2π

λB︸︷︷︸
ωB/c

·u = ωB (1 + M) (3.22)

Der Term (1 + M) wird auch Dopplerfaktor genannt und beschreibt die Verschiebung
der Frequenz zwischen den Systemen (Ehrenfried [1, Teil 1, Seite 97]).
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3.2. Transfermatrixen

Möchte man die Akustik in komplexen Geometrien beschreiben, so ist es oftmals möglich
solche komplexen Systeme als eine Vielzahl einfacher Geometrien mit einfachen Grundglei-
chungen zu betrachten. Solch ein komplexes System, bestehend aus einzelnen akustischen
Elementen, wird als ein akustisches Netzwerk bezeichnet. Ein akustisches Element ist
durch die Größen in der Ebene vor (1) und nach (2) dem Element gekennzeichnet, welche
in irgendeiner Form miteinander verknüpft sind. Die Abbildung 3.2 zeigt ein solches
Element. Ist es nun möglich alle Größen vor und nach dem Element mathematisch
miteinander zu verknüpfen, so ist die Kenntniss über die tatsächlichen Vorgänge im Ele-
ment nicht mehr nötig, um die Veränderung des Schallfeldes zu bestimmen. Eine solches
Element wird dann analog der Elektrotechnik als Zweitor bezeichnet. Mathematisch
handelt es sich bei einem Zweitor um eine 2x2-Matrix oder einen sogenannten Vierpol.
Dieser verknüpft einen Zustandsvektor, welcher die Zustandsvariablen vor dem Element
beinhaltet, mit einem zweiten Zustandsvektor mit den Variablen nach dem Element.

In der Akustik werden unterschiedliche Vierpole zur Verknüpfung verschiedener
akustischer Größen verwendet. Die Transfermatix verknüpft entweder die physikalisch
anschaulichen Schallfeldgrößen oder die Wellen (f ,g) miteinander. Werden die Schallfeld-
größen wie Druck p′ und Schnelle u′ verwendet, so bezeichnet man dies als pu-Notation
der Transfermatrix. Bei Verwendung der der Riemann Invarianten f und g ergibt sich
die fg-Notation einer Transfermatrix. Neben der Transfermatrix werden weitere Vierpole
wie die Streumatrix oder die Mobilitätsmatrix in der Akustik oder Physik verwendet,
welche in dieser Arbeit allerdings keine Rolle spielen.

p'
2

p'
1

u'
2

u'
1

Tpu

Abbildung 3.2.: Schematische Darstellung des Transformationsverhalten der Schallfeld-
größen p′ und u′ infolge der Transfermatrix Tpu

Eine schematische Darstellung einer Transfermatrix in pu-Notation ist in Abbildung
3.2 aufgeführt. Die Transfermatrix beschreibt das Transformationsverhalten des Zu-
standsvektors (p′/Z0, u

′)T zwischen den Ebenen (1) und (2) des akustischen Elements.
Mathematisch ausgedrück ergibt sich:(

p′

ρc

u′

)
2

=

(
T11 T12

T21 T22

)
︸ ︷︷ ︸

Tpu=f(ω,t,x,A,... )

·
(

p′

ρc

u′

)
1

(3.23)

Die Transfermatrix kann eine Funktion beliebiger Größen sein, die wichtig für das Trans-
formationsverhalten sind. Beispielsweise ist eine Transfermatrix für einen verlustfreien
Flächensprung nur eine Funktion der Flächen, jedoch ist eine Transfermatrix für einen
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verlustbehafteten Sprung von mehreren Größen abhängig, wie später gezeigt wird.

Für die Transfermatrix in fg-Notation ergeben sich folgende Zustandsvektoren:(
f
g

)
2

= Tfg ·
(

f
g

)
1

(3.24)

Transformation zwischen fg und pu-Darstellung

Es ist mathematisch relativ einfach die unterschiedlichen Notationen ineinander zu
überführen. Wegen der Linearität der Gleichungen (3.13) und (3.14) entspricht dies einer
linearen Koordinatentransformation mit einer Transformationsmatrix Ω. Es gilt:

Tfg = Ω · Tpu · Ω−1 (3.25)

Tpu = Ω−1 · Tfg · Ω (3.26)

Aus den Gleichungen (3.13) und (3.14) ergibt sich die Transformationsmatrix Ω zu:

Ω =
1

2

(
1 1
1 −1

)
=

1

2
Ω−1 (3.27)

3.2.1. Akustische Netzwerke

Möchte man nun die Transferfunktion eines komplexen System bestehend aus Einzelele-
menten bilden, so ergibt sich die resultierende Transfermatrix durch das Produkt der
einzelnen Elemente:

Tsys =
∏
n

Tn (3.28)

Sind zusätzlich die Impedanzen am Anfang ZA und Ende ZE als Randbedingung bekannt,
so sind die Eigenfrequenzen des Systems oder das Verhalten auf eine akustische Anregung
direkt berechenbar. Eine solche Verknüpfung von N Zweitoren wurde in Abbildung 3.3
schematisch Dargestellt.

p'1

u'

p'3 p'N-1 p'N p'N+1

u' u' u' u' u'

p'2

ZA ZET1 T2 TN-1 TN

1 3 N-1 N N+12

Abbildung 3.3.: Schematische Darstellung eines akustischen Netzwerks.

Die einfache Möglichkeit ein komplexes System aus beliebigen, einfachen Elementen
aufzubauen, ist eine sehr leistungsfähige Methode und wird auch gerne zur Beschreibung
thermoakustischer Probleme herrangezogen. Dabei stellt beispielweise eine Flamme ein
solches Element dar, welches experimentell bestimmt werden kann. Die Verknüpfung
von nicht akustischen und akustischen Elementen ist somit möglich. Wichtig dabei
ist nur, dass für alle Elemente die eindimensionale Wellengleichung genau genug die
Wellenausbreitung durch das Element beschreibt. Oft wird auch gefordert, dass die
Elemente kompakt sind, dass heisst, die Wellenlänge muss groß gegenüber der realen
Geometrie sein.
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4. Akustische Resonatoren

4.1. Einleitung

Als Resonanz bezeichnet man allgemein das Mitschwingen eines physikalischen Systems,
bei äußerer Anregung durch eine periodische Kraft, deren Frequenz nahe oder gleich
einer der Eigenfrequenzen des Systems ist. Diese Form der Resonanz wird auch als
harmonische Resonanz bezeichnet. Neben der harmonischen Resonanz tritt auch die
subharmonische Resonanz auf, wo die Anregungsfrequenz kein ganzzahliges Vielfaches
der Eigenfrequenzen des Systems sein muss. Diese Form der Resonanz ist für diese Arbeit
jedoch nicht relevant.

Ein solches schwingfähiges physikalisches System wird als Resonator bezeichnet. Der
Resonator muss allgemein in der Lage sein, bei seiner Resonanzfrequenz, die Schwingung
aufrecht zu erhalten, beispielsweise durch Ausbildung einer stehenden Welle. Neben den
akustischen Resonatoren, wo insbesondere auf die λ/4-Resonatoren im Rahmen dieser
Arbeit eingegangen wird, gibt es auch elektromagnetische, elektrische, optische oder
mechanische Resonatoren. Resonatoren unterscheiden sich meisst von der Bauform und
werden daher oft anhand ihrer Geometrie charakterisiert. In der Akustik sind typische
Resonatoren die Helmholtz-, Platten- und λ/4-Resonatoren.

Resonatoren beeinflussen schwingende Systeme, in dem konkreten Fall der Verbren-
nungsschwingungen ist es daher möglich, die thermoakustischen Instabilitäten soweit
zu beeinflussen, dass ihre Intensität nicht ausreicht, um den Rückkopplungsmechnismus
aufrechtzuerhalten.

Jedoch verliert ein System, welches sich in Resonanz befindet, nicht zwangsweise
Energie. Erst durch die sogenannten Resonatorverluste kann Energie in eine andere
Energieform umgewandelt werden und somit einem zweiten mit dem ersten gekoppelten
System entzogen werden. Solche Verluste können beispielsweise Absorptions-, Reflexions-,
Transmissions- oder Strahlungsverluste sein. Die Verlustsmechanismen, die in dieser
Arbeit berücksichtigt werden, sind insbesondere die strömungsmechanischen und die
dissipativen Verluste durch Reibung oder Umwandlung der Strömungsart unter Erzeugung
von Wirbeln.

Das Zusammenspiel aus Verlusten und der Aufrechterhaltung der Schwingung durch
Resonanz bewirkt eine starke Absorption bei den entsprechenden Resonanzfrequenzen.
Die Verluste allein sind meist klein und wären nicht relevant. Erst durch Resonanz
schaukeln sie sich bedeutend auf und können, in Falle von Verbrennungsschwingungen,
die akustische Energie effektiv absorbieren.
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4.2. λ/4-Rohrstück

Es soll zunächst die eindimensionale Schallausbreitung in Rohren, mit dem speziellen Fall
des λ/4-Rohres, untersucht werden. Die fluidakustischen Verlustmechanismen werden
in Kapitel 5 gesondert besprochen. Eine eindimensionale (ebene) Wellenausbreitung in
einem Rohrstück ist erlaubt wenn nach Rienstra und Hirschberg [13] gilt:

2µ

ρπD2
� f <

c

2D
(4.1)

Mit der dynamischen Viskosität µ, dem Rohrdruchmesser D und der Schallgeschwindigkeit
im Fluid c. Betrachtet man den für diese Arbeit relevanten Fall eines idealen Gases in
einem Rohr mit 8 mm Durchmesser, so ist der linke Term etwa 1, während der rechte Term
in Größenordnungen von 104 liegt. Für die hochfrequenten Verbrennungsinstabilitäten in
einer Brennkammer im Bereich von etwa 1000 Hz bis 20000 Hz sind diese Bedingungen für
das hier betrachtete Resonatorrohr sehr gut erfüllt und es ist möglich diese Konfiguration
mit ebenen Wellen zu beschreiben. Ein Rohr, das diese Eigenschaften aufweisst, wird im
folgenden auch als ”Schalleng” bezeichnet.

4.2.1. Grundgleichungen der Rohrakustik

Es wird im folgenden die eindimensionale Schallausbreitung in schallharten zylindrischen
Rohren untersucht unter Berücksichtigung einer mittleren Strömung im Rohr.

f

g

(1) (2)

x = 0 l = 0

L
x l

Abbildung 4.1.: abgeschlossenes Rohrstück

Unter diesen Bedingungen gelten nach Kapitel 3 für eine stromab laufende Welle f
und eine stromauf laufende Welle g folgende Gleichungen:

f = p+(x, t) = p+(0, t) · eγ+x · eiω+t (4.2)

g = p−(x, t) = p−(0, t) · e−γ−x · eiω−t (4.3)

γ± stellt hier die komplexe Wellenzahl k± aus Abschnitt 3.1.2 im bewegtem Betrachtuns-
system (siehe 3.22) multipliziert mit i dar:

γ± = α± + iβ± = ik± (4.4)

= α± + i
ω

c± u
= α± + i

ω

c (1±M)
(4.5)
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α ist eine Dämpfungskonstante, welche ein Maß für die exponentielle Abnahme der
Amplitude und β stellt die Wellenzahl mit Berücksichtigung der Phasendrehung dar. Unter
Annahme eindimensionaler Akustik kann die Schallkennimpedanz als eine Konstante des
akustischen Feldes angesehen werden und β ist gleich der reelen Wellenzahl. Im Falle
von Kugelschallwellen ist dies beispielsweise nicht mehr der Fall. Die Annahme einer
konstanten Schallkennimpedanz des Schallfeldes wird im folgenden getroffen.

Diese Gleichungen lassen sich leicht in die entsprechenden Transfermatix in fg und
pu-Notation überführen. Die pu-Notation erhält man durch Transformation entsprechend
Gleichung (3.27):

Tfg(x, t) = eiω±t

(
eγ+x 0
0 e−γ−x

)
(4.6)

Tpu(x, t) =
1

2
eiω±t ·

(
eγ+x + e−γ−x eγ+x − e−γ−x

eγ+x − e−γ−x eγ+x + e−γ−x

)
(4.7)

Sind γ+ und γ− gleich groß, was einem ruhenden Medium (M = 0) entspricht, so
vereinfacht sich die Transfermatrix in pu-Notation zu:

Tpu(x, t) = eiωt ·
(

cosh(γx) sinh(γx)
sinh(γx) cosh(γx)

)
(4.8)

Sind die Größen bei x = 0 bekannt, so kann man mit Hilfe der obigen Gleichungen
den Verlauf von Schalldruck und Schallschnelle entlang des Rohres bestimmen. Eine
andere Betrachtungsweise geht vom Rohrende (x = L) aus (siehe Abbildung 4.1).
Wie nachfolgend gezeigt wird, sind die Schallfeldgrößen in der Ebene am Rohrende
(x = L) bekannt, daher es ist angemessener die Transfermatrizen bezüglich dem Rohrende
anzugeben:

Tpu(l, t) = eiωt ·
(

cosh(γl) sinh(γl)
sinh(γl) cosh(γl)

)
(4.9)

Analog für die Transfertrizen 4.6 und 4.7.

Bei bekanntem Abschluss ist es nun möglich die Schallfeldgrößen p′(0, t) und u′(0, t)
als Randbedingung in der abschliessenden Ebene anzugeben. Die Transfermatrix (4.9)
entspricht jedoch nicht mehr der Definition (3.23), welche die bekannten Schallfeldgrößen
vor dem Element (1) mit den Unbekannten nach dem Element (2) verknüpft, sondern
einer Transfermatrix, welche die Ebenen invertiert:(

p′

ρc

u′

)
1

= Tpu(l, t) ·
(

p′

ρc

u′

)
2

(4.10)

17



Kapitel 4. Akustische Resonatoren

4.2.2. Resonanz mit Rohr mit schallhartem Abschluss

Für die Analyse der Resonanzeigenschaften bei unterschiedlichem Abschluss ist es als
erstes nicht nötig ein durchströmtes System anzunehmen, es wird im folgenden Abschnitt
daher von einem Rohr mit ruhendem Medium ausgegangen. Im Falle eines schallharten
Abschlusses bei l = 0 mit einer Wandimpedanz Zw, die viel größer als die Schallkennim-
pedanz des Mediums im Rohrs Z0 ist, ist die Schallschnelle in Normalenrichtung gleich
Null (u′(0, t) = 0) und die Transfermatrix (4.9) vereinfacht wie folgt:

Tpu(l, t) = eiω±t ·
(

cosh(γl) 0
sinh(γl) 0

)
(4.11)

Es kann sich eine stehende Welle ausbilden. Der Reflexionsfaktor an der Wand ist hierbei
gleich eins:

r =
g

f
=

Zw − Z0

Zw + Z0

= 1 (4.12)

Es ist nun möglich die spezifische Schallimpendanz im Abstand L vom Abschluss anzuge-
ben:

Z0l =
p′(l, t)

u′(t, l)
= Z0 · coth(γl) (4.13)

Im Falle von vernachlässigbarer Dämpfung (γ = ik) erhält man:

Z0l = −iZ0 · cot(kl) (4.14)

Daraus ergibt sich, dass ein Rohr mit der Länge L mit schallhartem Abschluss bei
l = 0 sich immer dann in Resonanz befindet, wenn folgende Bedingung erfüllt ist:

kl = (n +
1

2
)π (4.15)

Einzig im Resonanzfall ist die Impendanz an der Stelle L rein reel (Z0L = 0) ansonsten
ist sie rein imaginär und geht bei (kl = nπ) gegen unendlich. Die erste Mode, bei der
die Bedingung aus Gleichung (4.15) erfüllt ist, liegt bei l = λ/4, daher stammt auch der
Name dieses Resonatortyps.

In der technischen Akustik oder analog in der Elektrotechnik werden λ/4-Rohrstücke
auch gerne zur Transformation eines offenen Rohrstücks mit einer Impedanz von Null zu
einem sogenannten Kurzschluss, wo die Impedanz unendlich wird. Im Gegensatz zum
λ/2-Rohrstück, welches die Impedanz 1:1 von 0 nach L überträgt.

In Rienstra und Hirschberg [13] ist der Resonanzfall im Rohr ausführlich hergeleitet,
während man in Ivar und Veit [19] die nötigen Formeln findet.
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4.2.3. Rohr mit schallweichem oder endlichem Abschluss

Schallweich Wird das Rohrstück schallweich abgeschlossen, so ergibt sich ein Reflexi-
onsfaktor von r = −1. Der Schalldruck an der schallweichen Wand wird Null (p′(0, t) = 0)
und es ergibt sich in analoger Rechnung eine spezifische Schallimpedanz im Abstand L
vom Abschluss von:

Zweich
0l =

p′(l, t)

u′(t, l)
= Z0 · tanh(γl) (4.16)

Ein schallweicher Abschluss liegt näherungsweise bei einem Rohr mit offenem Ende vor.

Abschluss mit endlicher Schallimpedanz In der technischen Akustik werden λ/4-
Schichten eingesetzt, die weder aus schallhartem noch aus schallweichem Material be-
stehen, somit ist es nicht möglich die Schallfeldgrößen in der abschliessenden Ebene
anzugeben. Die Transfermatrix (4.9) vereinfacht sich nicht, es ergibt sich folgende Formel
für die Impedanz an der Stelle l (Ivar und Veit [19]):

Z0l = Z0 ·
Zw/Z0 + tanh(γl)

1 + Zw/Z0 · tanh(γl)
(4.17)

Ist die Abschlussimpedanz Zw gleich der Schallkennimpedanz Z0 so erfolgt keine
Reflexion und der Reflexionsfaktor wird gleich Null (r = 0). Die Schallenergie wird
vollständig von der Wand absorbiert. Einen solchen Fall nennt man Anpassung.

Für den hörbaren Luftschall werden technisch allerdings keine λ/4-Schichten eingesetzt,
sondern fast ausschließlich breitbandigere Impedanztransfomatoren, wie beispielsweise
Absorberpyramiden, die zur Auskleidung von schalltoten Räumen verwendet werden.

Für den höherfrequenten Luftultraschall werden in der technischen Akustik jedoch
durchaus λ/4- Schichten eingesetzt. Diese bestehen aus Kunststoffschäumen wie Styropor
oder aus, mit Glashohlkugeln gefüllten, Kunstharzen. Da der Fall des Abschlusses mit
endlicher Schallimpedanz für diese Arbeit jedoch keine Rolle spielt, soll dieser im folgenden
nicht weiter besprochen werden.

4.3. Helmholtz-Resonator

Der Helmholz-Resonator ist ein Sonderfall des sogenannten Hohlraumresonators (Ab-
bildung 4.2). In einem Hohlraumresonator sind die Wände derart ausgerichtet, dass
durch Reflexion eine stehende Welle ausgebildet werden kann mit einer steigenden Inten-
sität. Eine andere Form verstärkt nicht die Intensität, sondern absorbiert sie durch ein
entsprechendes Wandmaterial.

Im Falle des Helmholtz-Resonators ist der Hohlraum mit einer engen Öffnung nach
außen abgeschlossen. Das Medium im Hohlraum wirkt als Feder, da es eine gewisse
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Abbildung 4.3.: Prinzipskizze

akustische Nachgiebigkeit aufweisst (siehe Abbildung 4.3). Das Medium im Öffnungshals
wirkt dagegen als träge Masse. Der Helmholtz-Resonator ist kann als ein Feder-Masse-
System mit einer ausgeprägten Eigenfrequenz aufgefasst werden. Analogien stellen daher
mechanische Feder-Masse-Systeme oder elektrische Schwingkreise dar.

Beispiele für Helmholtz-Resonatoren sind Lautsprecher, Gitarren oder eine angeblasene
Flasche.

Es soll im folgenden nicht weiter auf diesen Resonatortyp eingegangen werden, da dieser
keine Rolle für diese Arbeit spielt. Eine auführliche Herleitung mit Verlustmechanismen
kann in Rienstra und Hirschberg [13] nachgelesen werden.
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5. Modellierung und Analyse des
λ/4-Resonators

5.1. Idee und Entwicklungsumgebung

Die eigentliche Idee zur Modellierung des vollständigen λ/4-Resonators, besteht darin, ein
akustisches Netzwerk aufzustellen, welches aus einem Flächensprung und einem Rohrstück
besteht. Wie aus Kapitel 3 bekannt, lässt sich so ein Netzwerk durch Multiplikation
der einzelnen Transfermatrixen der Elemente aufbauen. Diese Art der Beschreibung
ist nur möglich, wenn das akustische System durch eindimensionale Wellenausbreitung
beschrieben werden kann. Dies ist der Fall, wenn die Ausdehnung eines Elements viel
kleiner als die Wellenlänge des Schalls ist, die einzelnen Elemente müssen kompakt sein.

Für Flächensprung und Rohrstück müssen daher Modelle aufgestellt werden, welche
dann zum λ/4-System zusammengeführt werden können. Das Modell des Rohrstücks
wurde im vorherigen Kapitel besprochen, jedoch ohne Verlustbetrachtung und ohne
Untersuchung des Einflusses der Strömung, dies wird im folgenden nachgeholt. Der
Flächensprung erzeugt einen wichtigen Anteil an Verlusten und ist weiterhin wichtig
damit überhaupt eine Absorption im Resonanzfall eintritt. Der Flächensprung wird daher
ausführlich behandelt werden.

Zur Modellierung des akustischen Netzwerks wurde einerseits eine eigene Implementie-
rung in Matlab/Octave durchgeführt, welche sich als äußerst flexibel erwies. Ausgewählte
Source-Code Beispiele sind im Anhang B zu finden. Zusätzlich zur eigenen Implementie-
rung wurde auf das Mathematica Packet ta2 zurückgegriffen, welches von ABB (Alstrom
Powers) im Rahmen einer Arbeit unter Mithilfe von W. Polifke entwickelt wurde. ta2
steht dabei für ”thermoacoustic analysis package” und ermöglicht es komplexe Netzwerke
thermo-akustischer Elemente zu analysieren.
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5.2. λ/4-Rohrstück

Als erstes soll das Rohrstück des Resonators näher untersucht werden. Im Gegensatz
zu den vorherigen Kapiteln, sollen alle Untersuchungen speziell auf die Bedingungen
der Aestus-Raketenbrennkammer ausgerichtet sein. Zunächst soll der Temperaturverlauf,
welcher sich in den Resonatorrohren einstellt, untersucht werden. Anschliessend werden
die Verlustmechanismen aufgrund von Dissipation und Reibung untersucht, um einen
analytischen Ausdruck für die Dämpfungskonstante α anzugeben. Abschliessend wird
der Einfluss der Strömung im Rohr quantitativ betrachtet.

Die Resonatoren sind im Aestustriebwerk in einem Absorberring dicht am Injektions-
bereich angebracht. Der Absorberring umfasst 40 Resonatoren mit einem Rohrduchmesser
von 8 mm und unterschiedlichen Rohrlängen zwischen 25 mm und 54 mm. Die Variation
der Länge bewirkt eine Absorption unterschiedlicher Brennkammermoden. Der Druch-
messer der eigentlichen Brennkammer beträgt 210 mm. Im Anhang C sind alle wichtigen
Größen der Raketenbrennkammer zusammengefasst.

5.2.1. Temperaturverlauf

Die Resonatoren werden von außen durch den flüssigen Treibstoff gekühlt. Dadurch
entstehen starke Temperaturgradienten im Rohrstück. Die Temperatur am Eintritt, ist
gleich der Temperatur in der Brennkammer und liegt bei etwa Tmax = 3191 K. Das
Rohrende ist mit einer Temperatur von Tmin = 300 K am stärksten gekühlt. In der Arbeit
von Fiereder [3] wurde die Resonanzfrequenz eines Rohrstücks für einen lineraren und
einen exponentiellen Temperaturgradienten bestimmt. Aus den direkten Messungen am
Aestus-Triebwerk sind die Anpassungungsfaktoren und der Temperaturverlauf der langen
Resonatoren bekannt. Für die kurzen wurden die Faktoren an einen entsprechenden
Verlauf angepasst. Für den Fall eines linearen Temperaturverlaufs ergibt sich:

T (l) = Tmax −
∆T

L
· l (5.1)

Der exponentielle Verlauf kann durch folgende Formel approximiert werden:

T (l) = Tmin +
∆T

1 + ea·(1000·l−b)
(5.2)

a und b sind hierbei Anpassungsfaktoren, die Abhängig von der Länge L der Resonatoren
sind. Für die Länge (L = Lmax = 54 mm) sind a = a0 = 0.2 und b = b0 = 16 aus
Messungen bekannt. Für kurze Absorber mit (L = Lmin = 25 mm) wurden in der
Arbeit von R. Fiederer folgende Werte angegeben: a = 0.5 und b = 9. Beliebige Werte
lassen sich durch lineare Interpolation bestimmen. Im Anhang B ist die entsprechende
Implementation zu finden. In Abbildung 5.1 wurden die Verläufe aufgetragen.

Für die weiteren Berechnungen wird meist mit der mittleren Temperatur und mit
den mittleren Stoffgrößen im Rohrstück gerechnet. Die mittlere Temperatur T̄ ergibt
sich durch Integration über die Länge des Rohres:

T̄ (L) =
1

L
·
∫ L

0

T (l) dl (5.3)
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Die mittleren Stoffgrößen werden schliesslich durch Einsetzen der mittleren Temperatur
in die jeweiligen Abschätzungsformeln berechnet.

 0

 500

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 0  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05

T 
[K

]

l [m]

lange Absorber
kurze Absorber

Abbildung 5.1.: Temperaturverlauf im gekühlten Rohr

Wenn im folgenden von heißen Betriebsbedingungen oder Verbrennungsbedingungen
gesprochen wird, so wurde mit den Stoffgrößen bei maximaler Temperatur Tmax gerechnet.
Kalte Betriebsbedingungen beziehen sich entsprechend auf die Stoffgrößen bei minimaler
Temperatur Tmin und die mittleren Stoffgrößen wurden jeweils bei mittlerer Temperatur
T̄ (L) = Tmean berechnet. Diese ist jedoch wie oben gezeigt eine Funktion der Länge der
Resonatoren.

5.2.2. Verlustmechanismen

Im folgenden sollen die Verlustmechanismen im Rohrstück untersucht werden. Es soll ein
analytischer Ausdruck für die Dämpfungskonstante α, welche aus Gleichung (4.4) bekannt
ist, aufgestellt und kurz untersucht werden. Zusammenfassend kann eine Dämpfung
physikalisch durch Reibung, Dissipation oder Strahlung entstehen.

Allgemein nimmt man an, dass in einem glatten, biegesteifen Rohr die Ausbrei-
tungsdämpfung durch Reibung klein gegenüber der thermo-viskosen, dissipativen Dämp-
fung des Mediums im Rohr angenommen werden kann. Als erste Näherung kann daher
meist eine reibungslose Betrachtungsweise herangezogen werden.

Intrinsitische Energieverluste

Thermo-viskoelatische Dissipation In einem Fluid bewegen sich die einzelnen Teilchen
mit unterschiedlichen mittleren Geschwindigkeiten. Der Geschwindigkeitsgradient ist
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proportional der Schubspannung und wird in der Fluidmechanik im allgemeinen durch
einen Schubspannungstensor angegeben. Dieser stellt die Grundlage für den viskoelasti-
schen Energieverlust einer Welle durch ein solches Fluid dar. Neben den intrinsitischen
Reibungsverlusten des Fluids, wird die Wellenenergie auch in thermische Energie umge-
wandelt, das Fluid erwärmt sich. Diese Form des dissipativen Energieverlusts hängt von
der Wärmeleitfähigkeit des Fluids ab. Eine Herleitung und quantitative Abschätzung der
Verluste wird von Morse und Ingard [8] angegegen:

α =
µd + 4/3µ

2

ω3

ρc2

(
1 +

λ

cp

κ− 1

µd + 4/3µ

)
(5.4)

Hier beschreibt µd die Druckzähigkeit des Fluids. Unter Annahme der Stockschen Hypo-
these µd = 0 für ein Stockssches Fluid1 vereinfacht sich die Gleichung etwas. Für den Fall
des Fluids in der heissen Brennkammer liegt die Größenordnung bei einer Frequenz von
5000 Hz etwa bei 10−5 m−1. In Pankiewitz [9] wurde für die FEM-Berechnungen eine
numerische, nicht physikalische Dämpfung von αFEM ≈ 0.1 m−1 angegeben. Ein Wert
von 10−5 m−1 liegt daher weit unter der numerischen Dämpfung und kann vernachlässigt
werden.

Betrachtet man allerdings ein enges Rohr, wo die Grenzschichten die gleiche Größen-
ordnung wie die Rohrgeometrie annehmen, so muss eine andere Betrachtungsweise
herrangezogen werden. Für die laminar viskoelastische und die thermische Grenzschicht
gelten folgende Gleichungen:

δv =

√
2µ

ρω
δT =

√
2λ

ρωcp

(5.5)

Welche über die Prandl-Zahl Pr miteinander verknüpft sind:

√
Pr =

δv

δT

=

√
µ · cp

λ
(5.6)

Beide Grenzschichten sind in einer Größenordnung von einem zehntel Milimeter und
nehmen somit fast 4% vom Rohrdurchmesser des Resonators ein. Wie sich zeigen wird,
tragen tatsächlich die Grenzschichten bei kleinen Machzahlen zum entscheidenen Anteil
der dissipativen Dämpfung des Schalls im Rohrstück bei. Man findet für sie in der
Literatur verschiedene Abschätzungen. Eine mögliche Formel wurde von Kinsler und
Frey [7] angegeben, welche in der Arbeit von Pankiewitz [9] herrangezogen wurde. Die
Formel lautet:

α =
2

Dc

(√
µω

2ρ
+ (κ− 1)

√
λω

2ρcp

)
(5.7)

mit der dynamischen Viskosität µ, der Wärmeleitfähigkeit λ, dem Adiabatenkoeffizient κ
und der spezifischen Wärmekapazität des Fluids cp bei konstantem Druck. Diese Formel
wird auch von Pierce [11], Rienstra und Hirschberg [13] angegeben und gilt nur für hohe
Frequenzen und schallenge Rohre.

1Die Annahme ist bei realen mehratomigen Gasen und bei sehr hohen Frequenzen nicht mehr gültig.
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Eine weitere Abschätzung findet man von Sinambari und Thorn [15], Sinambari et al.
[16]. Sie gilt wie die von Kinsler auch für akustisch enge Rohre.

α =
17, 37

Dc

√
ωµ′

2ρ
, mit µ′ = µ ·

(
1 +

κ− 1

κ
·

√
λ

cpµ

)2

(5.8)

Das Verhalten der Abschätzung nach Kinsler wurde in Abbildung 5.2 für unterschied-
liche Betriebsbedingungen aufgetragen. Nach der Formel von Sinambari ergibt sich ein
nahezu gleicher Verlauf nur mit etwa zehnfach höheren Dämpfungskonstanten. Im Bereich
von Frequenzen von 3000 Hz, welche zu Resonanzen in der Brennkammer führen, ist die
physikalische Dämpfungskonstante größer als die numerische, daher muss die dissipative
Dämpfung berücksichtigt werden. Weiterhin zeigt Abbildung 5.3 den Dämpfungsverlauf
bei unterschiedlichem Rohrdurchmesser im Vergleich zu der numerischen Dämpfung.
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Abbildung 5.2.: Vergleich verschiedener Dämpfungskonstanten bei f = 6000 Hz.

Dämpfung durch Turbulenz Wird die Grenzschicht turbulent, was bei großen Mach-
zahlen bzw. hohen Schnellenamplituden eintreten kann, so gilt die Formel (5.7) nicht
mehr und die Dämpfung wird nicht-linear, (Rienstra und Hirschberg [13, Seite 105]).

Die Dämpfungskonstante hängt dann vom Reibungsbeiwert cf ab, welcher wiederum
vom Druckgradienten dp0/dx entlang des Rohres abhängt. Für den Reibungsbeiwert ist
in Rienstra und Hirschberg [13] folgende Formel angegeben:

cf = − 4A

D 1
2
ρu2

0

· dp0

dx
(5.9)
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Abbildung 5.3.: Vergleich der physikalischen Dämpfung mit der numerischen bei f = 6000
Hz.

mit der Querschnittsfläche A, dem Durchmesser D, dem Staudruck der Strömung durch
das Rohr 1

2
ρu2

0 und dem Druckgradienten dp0/dx.

Der Reibungsbeiwert und damit die Dämpfung durch Turbulenz hängt unter anderem
auch vom Druckgradienten im Rohr ab. Es soll hier jedoch angenommen werden, dass
der Druck konstant ist.

Eine Abschätzung welche Strömungsart im Rohrstück vorliegt, ist über die Reynolds-
Zahl möglich:

Re =
ρcdM

µ
(5.10)

mit dem Rohrdurchmesser d, der Schallgeschwindigkeit c und der Machzahl M der
Strömung im Rohr. Es ergeben sich Werte um 1000 für den heißen Absorber bei einer
Machzahl von 0.01. Bei kalten Bedingungen ergeben sich jedoch teilweise sehr hohe Werte,
wodurch die Strömung turbulent wird.

Eine ausführliche Stabilitätsanalyse der akustischen Grenzschichten findet man wei-
terhin in Yeo et al. [20].

Diese Form der Dämpfung soll jedoch in dieser Arbeit vernachlässigt werden, obwohl
sie im gekühlten Rohr, welches sich in Resonanzfall befindet, durchaus einen großen
Einfluss haben kann. Es wird hier jedoch angenommen, dass eine vollständig laminare
Grenzschicht vorliegt und dass keine Druckgradienten auftreten. Diese Annahmen sind
eine beträchtliche Vereinfachung. Dennoch stellt die viskoelatische Dämpfung einen
Richtwert für die kleinste anzunehmende Dämpfung im Rohrstück dar und soll für eine
erste Betrachtung ausreichen.
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5.2.3. Einfluss einer mittleren Strömung

Aus Abschnitt 4.2.1 ist die Transfermatix für ein Rohr bekannt. In pu-Notation lautete
sie:

Tpu(x, t) =
1

2
eiω±t ·

(
eγ+x + e−γ−x eγ+x − e−γ−x

eγ+x − e−γ−x eγ+x + e−γ−x

)
mit γ± = α± + i

ω

c (1±M)

γ Berücksichtigt sowohl die Dämpfung als auch die Strömung durch das Rohr. Die
Dämpfung wurde bereits untersucht, es soll nun kurz der Einfluss der Machzahl, d.h. der
mittleren Strömung im Rohr analysiert werden.

Besonders von Interesse ist die kritische Machzahl, ab der sich die Resonanzlage und
somit das Verhalten des Resonators entscheidend verändert. Weiterhin ist die Änderung
der Dämpfung allein durch die Frequenzverschiebung aufgrund des Dopplerfaktors (siehe
Gleichung 3.22) von Interesse. Es soll im folgenden der Einfluss dieser Größen in einem
Schallhart abgeschlossenem Rohr untersucht werden.
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Abbildung 5.4.: Verschiebung der Resonanzfrequenz (links) und prozentuale Abnahme des
Reflexionsfaktors (rechts) jeweils als Funktion der Machzahl. Berechnung
für lange Absorber mit L = 0.054, D = 0.008 m bei T = 3191 K und
f = 5000 Hz.

Einfluss der Frequenzverschiebung auf den Reflexionsfaktor Um die Änderung der
Dämpfung beobachten zu können soll der Reflexionsfaktor2 betrachtet werden. Es muß
berücksichtigt werden, dass die Dämpfungskonstante eine Funktion der Frequenz des
bewegten Systems ist. In Abbildung 5.4 links wurde die Differenz der Reflexionsfaktoren
mit und ohne Berücksichtigung einer mittleren Strömung bei einer Frequenz von 5000 Hz
geplottet. Eine Machzahl von M = 0.1 ergibt eine Abnahme des Reflexionsfaktors um
etwa 0.01%. Erst eine sehr hohe Machzahl von M = 0.7 erzeugt eine merkliche Abnahme
von etwa 1%. Der Einfluss des Dopplerfaktors auf die Dämpfung kann daher für die hier
betrachteten Fälle bei maximalen Machzahlen von etwa 0.1 sicher vernachlässigt werden.

2Die eigentliche Analyse des Reflexionsfaktors des Rohrstücks wird bei der abschliessenden Analyse des
vollständigen Modells durchgeführt. Die Abnahme des Reflexionsfaktors bezieht sich auf die Werte der
Abbildung 5.14 bei 5000 Hz.
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Einfluss der Frequenzverschiebung auf die Resonanzlage Eine höhere mittlere Strö-
mungsgeschwindigkeit verschiebt die Resonanzlage zu niedrigeren Frequenzen. Dies ist
physikalisch sinnvoll, da in positiver Strömungsrichtung die Kreisfrequenz im bewegtem
kleiner als im ruhendem System wird. Wie aus Abbildung 5.4 rechts deutlich wird
ist die Abnahme der Resonanzfrequenz bei kleinen Machzahlen nur sehr klein, jedoch
deutlich Größer als der Einfluss der Machzahl auf die Dämpfung. Bei einer Machzahl
von M = 0.05 beträgt die Abnahme bereits etwa 0.37% bei einer Machzahl von M = 0.1
werden Abweichungen von etwa 1% erreicht.

Der Einfluss auf die Resonanzlage sollte daher immer kontrolliert werden. Für die
weiteren Berechnungen in dieser Arbeit wurde jedoch der Einfluss nicht mehr berücksich-
tigt, da die Resonanzlage nur von zweitrangigem Interesse für diese Arbeit ist und die
Reproduzierbarkeit damit einfacher wird. Auch ist die genaue Strömung im abgeschlos-
senem Rohrstück unbekannt, es ist aber zu vermuten, dass die maximale Machzahl am
Rohranfang schnell kleiner wird und somit einen wesentlich geringeren Einfluss auf das
System hat. Es kann daher fast sicher davon ausgegangen werden, dass die Strömung
keine wesentliche Resonanzverschiebung in dem hier betrachteten Fall erzeugt.

5.2.4. Abschliessende Bemerkungen zum Rohrstück

Betrachtet man eine Verlustfreie Wellenausbreitung bei konstanten Bedingungen so wirkt
ein offenes Rohrstück wie eine Längung um L bei der sich nur die Phase verändert.
Schliesst man dieses Rohrstück ab so können sich stehende Wellen bilden und es kann
zur Resonanz kommen. Ein λ/4-Rohrstück transformiert dabei die Wandimpedanz von
unendlich nach Null, den Reflexionsfaktor von 1 nach -1 (siehe 4.2.2). Es wird sich daher
am Brennkammereinlauf im verlustfreien Fall ein reeler Reflexionsfaktor von -1 einstellen.

Mit der hier aufgestellten Transfermatrix ist es möglich dieses unter Berücksichtigung
von Verlustmechanischen und Strömung im Rohr zu modellieren bei einer über das Rohr
konstanten gemittelten Temperatur. Temperaturgradienten werden in der Transfermatrix
nicht berücksichtigt, obwohl diese auch einen Einfluss auf Verhalten und Dämpfung haben
können. Eine Transfermatrix, welche einen linearen Temperaturverlauf berücksichtigt
wurde von Peat [10] hergeleitet. Sie berücksichtigt weiterhin eine mittlere Durchstömung
jedoch keine dissipativen Verlustmechanismen und gilt nur für lineare oder linear ge-
mittelte Rohrabschnitte. Die Ergebnisse von Peak zeigen eine Dämpfung aufgrund des
Temperaturgradienten, welche genauer untersucht werden sollte. In dieser Arbeit wird
jedoch ohne Temperaturgradient mit einer nach Abschnitt 5.2.1 gemittelten Temperatur
gerechnet.
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5.3. Flächensprung

Es soll nun der Einlauf des Mediums von der Brennkammer in die Rohrstücke untersucht
werden. Für die Ausbreitung von Wellen durch Rohre mit veränderlichem Querschnitt exi-
stieren unterschiedliche Modelle, die bereits Verluste berücksichtigen. Es bietet sich daher
an auf diese Modelle zurückzugreifen und sie zur Modellierung eines Flächensprungs, von
einem gedachten Rohrstück mit unbekannten Druchmesser D1 zum eigentlichen Rohrstück
des Resonators mit dem Durchmesser D2 = 8 mm, herranzuziehen. Der Durchmesser
D1 des gedachten Rohrstücks stellt für dieses Modell daher eine variable Größe dar,
wodurch der Flächensprung nicht nur als eine Funktion der Frequenz, sondern auch des
Durchmesserverhältnisses D1/D2 modelliert werden muss. Der imaginäre Durchmesser
ist jedoch nach unten durch den Durchmesser D2 und nach oben durch die Dimension der
Brennkammer beschränkt. Da an der Brennkammer 40 Absorber angebracht sind, stellt
der Umfang der Brennkammer durch 40 ein sinnvoller Anfangswert für die Berechnungen
dar.

Da der Flächensprung direkt am Einlauf der Brennkammer liegt, kann dieser als
vollständig ungekühlt angenommen werden. Die Betriebsbedingungen des Flächensprungs
entsprechen daher denen des heißen Gases in der Brennkammer am Injektor und es soll
im folgenden nur bei diesen Bedingungen gerechnet werden.

(1) (2)

f
g

f

g

D2 = 8 mmD1

Brennkammer
T = 3191 K

ResonatorEinlauf
A1/A2

Abbildung 5.5.: Schematische Darstellung eines Flächensprungs ausgehend von der Brenn-
kammer mit einem imaginären Durchmesser D1 in das Rohrstück des
Resonators.

Es existieren unterschiedliche Ansätze um einen solchen Sprung in einem Rohr zu
beschreiben. Neben mehreren verlustbehafteten Modellen soll auch zur Verifizierung
und als Vergleichsmöglichkeit, das Modell ohne Verluste kurz besprochen werden. Als
verlustbehaftete Modelle werden insbesondere das Modell, welches Fischer [4], Gentemann
und Fischer [5] zur Beschreibung der Flächensprünge in Drallbrennern herrangezogen hat,
das Modell von Polifke et al. [12] und das Modell, welches im ta2-Packet implementiert
wurde, analysiert.
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5.3.1. Grundgleichungen

Massenerhaltung Aus der Massenerhaltung in integraler Form (A.1) folgt3 unter Ver-
wendung eindimensionaler, linearer und isentroper4 Akustik:[

A

(
p′

ρc
M + u′

)]2

1

+
iω

c

∫ 2

1

p′

ρc
A dx = 0 (5.11)

Bei Annahme einer konstanten Dichte und einer konstanten Schallgeschwindigkeit (Isentro-

pie), ist es möglich den Integralterm über dx über eine reduzierte Länge lred1 =
∫ 2

1
A(x)/A1 dx

zu approximieren:
iω

c

∫ 2

1

p′

ρc
A dx ≈ iω

c
lred1A1

p′1
ρc

(5.12)

Diese Approximationsmethode für die reduzierte Länge wurde in der Arbeit von Fischer
[4], Gentemann und Fischer [5] herangezogen. Dort ist die Verwendung der Indices jedoch
wahrscheinlich nicht korrekt5. Eine andere Approximation wurde in dem Paper von
Polifke et al. [12] angegeben:

iω

c

∣∣∣∣∫ 2

1

p′

ρc
A dx

∣∣∣∣ ≤ iω

c
max(|u′1| , |u′2|) L (5.13)

Mit der Länge L des Flächensprungs in x-Richtung. Nimmt man an, dass L sehr klein
ist, so ergibt sich schließlich: [

A

(
p′

ρc
M + u′

)]2

1

= 0 (5.14)

Die Massenerhaltung ermöglicht es daher im Falle einer Machzahl von Null, eine
direkte Aussage über die Änderung der Schnelle vor und hinter dem Fächensprung zu
machen. Im nächsten Abschnitt wird dies am verlustfreien Flächensprung ausgeführt.

Impulserhaltung Aus der Impulserhaltung (A.4) ist es möglich unter Verwendung
gleicher Annahmen wie bei der Massenerhaltung eine Aussage über Druckänderung und
Druckverlust zu treffen:[

p′

ρc
+ Mu′

]2

1

+ ζ1M1u
′
1 +

iω

c

∫ 2

1

u′ dx = 0 (5.15)

Die genaue Herleitung findet man wieder in dem Paper von Polifke et al. [12]. Der
Verlustbeiwert ζ wurde hier bezüglich der Geschwindigkeit u1 angegeben. Es es jedoch
auch üblich den Beiwert bezüglich u2 anzugeben, um die verschiedenen Definitionen

3Die Herleitung ist in Polifke et al. [12] zu finden.
4Isentrop: Dtp = c2Dtρ, mit konstanter Schallgeschwindigkeit folgt nach Linearisierung: p′ = c2ρ′. Eine
konstante Schallgeschwindigkeit ist bei einem nahezu konstanten Temperaturverlauf gegeben, was hier
anzunehmen ist.

5Darauf wird später bei der Analyse in Kapitel 5.3.3 eingegangen
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zu unterscheiden wurde hier der entsprechende Index angefügt. Im ta2-Packet wurde
beispielsweise der Verlustbeiwert bezüglich u2 verwendet.

Das Integral kann wieder durch eine effektive Länge leff1 ≡
∫ 2

1
A1/A(x) dx approximiert

werden:
iω

c

∫ 2

1

u′ dx ≈ iω

c
leff1u

′
1 (5.16)

Es ergibt sich somit: [
p′

ρc
+ Mu′

]2

1

+ ζ1M1u
′
1 +

iω

c
leff1u

′
1 = 0 (5.17)

Analog zur Argumentation bei der reduzierten Länge, kann auch die effektive Länge als
klein angesehen werden und es ergibt sich nach Vernachlässigung:[

p′

ρc
+ Mu′

]2

1

+ ζ1M1u
′
1 = 0 (5.18)

5.3.2. Verlustfreies Modell (Modell 0)

Für das verlustfreie Modell wird angenommen, dass die mittlere Strömungsgeschwindigkeit
bzw. die Machzahl der Strömung gleich Null ist (M = 0). Unter Annahme eines kompakten
Elements, fallen die reduzierte und effektive Länge weg. Somit ergibt sich aus aus der
Massenerhaltung (5.14) eine Änderung der Schnelle um den Faktor A1/A2 und aus der
Impulserhaltung (5.18), dass der Druck vor und nach dem Element konstant ist:

p′2 = p′1
u′2 = A1/A2 · u′1

Dieser Sachverhalt lässt sich einfach in eine Transfermatrix für den Flächensprung ohne
Verluste in pu-Notation umschreiben:

Tpu =

(
1 0
0 A1

A2

)
(5.19)

Dabei werden die Größen vor und nach dem Element über Gleichung (3.23) verknüpft.

5.3.3. Verlustmodelle

Die verschiedenen Verlustmodelle, die im folgenden analysiert werden, unterscheiden
sich insbesondere in den Annahmen, welche Größen zu vernachlässigen sind. Das Modell,
das von A. Fischer in den Arbeiten Fischer [4], Gentemann und Fischer [5] benutzt
wird, trifft, abgesehen von der Beschränkung auf lineare, eindimensionale, isentrope
Akustik und kleinen Machzahlen, keine weiteren Vereinfachungen. Es wird sowohl mit
der effektiven und reduzierten Länge des Elements gerechnet. Im folgenden wird dies als
Modell 1 bezeichnet. Das Modell welches im ta2-Packet verwendet wird, vernachlässigt
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diese Größen, jedoch weder die Machzahlen noch den Druckverlustbeiwert. Ein weiteres
Modell aus dem Paper von Polifke et al. [12] vernachlässigt den Druckverlustbeiwert,
jedoch nicht die effektive Länge und damit, wie später gezeigt wird, die Phasendrehung
beim Durchlaufen des Elements. Das Modell wird in dieser Arbeit als Modell 2 bezeichnet.

Es soll als erstes die Transfermatrix für das Modell 1, unter Verwendung der gleichen
Vereinfachungen wie in der Arbeit von A. Fischer, hergeleitet werden. Als nächstes sollen
dann die auftretenden Größen in den Modellen genauer analysiert werden, um als letztes
die Unterschiede der Modelle und deren Verhalten genauer zu untersuchen.

Herleitung der allgemeinen Tranfermatix

Zum Aufstellen der Transfermatrix müssen die Erhaltungsgleichungen (5.11) und (5.17)
in folgende Form überführt werden:

p′2
ρc

= T11 ·
p′1
ρc

+ T12 · u′1

u′2 = T21 ·
p′1
ρc

+ T22 · u′1

Dabei stellen die Tnm die einzelnen Elemente der Transfermatrix dar. Die Erhaltungsglei-
chungen lauten ausformuliert:

A2

(
M2

p′2
ρc

+ u′2

)
− A1

(
M1

p′1
ρc

+ u′1

)
+

iω

c
lred1A1

p′1
ρc

= 0 (5.20)

p′2
ρc

+ M2u
′
2 −

p′1
ρc
−M1u

′
1 + ζ1M1u

′
1 +

iω

c
leff1u

′
1 = 0 (5.21)

Löst man die erste Gleichung nach u′1 auf und setzt sie in die zweite ein so erhält man,
nach Vernachlässigung von Produkten zweier Machzahlen, folgende Gleichung für p′2/(ρc):

p′2
ρc

=
p′1
ρc

(
1 + M2

A1

A2

iω

c
lred1

)
+ u′1

[
M1

(
1− ζ1 −

M2

M1

A1

A2

)
− iω

c
leff1

]
(5.22)

Da die reduzierte Länge genau wie die Machzahl klein ist, wird das Produkt dieser beiden
Größen im allgemeinen vernachlässigt. Setzt man diese Beziehung für die Druckschwan-
kung nach dem Element in die Massenerhaltung ein, so ergibt sich für u′2:

u′2 =
p′1
ρc

(
M1

A1

A2

−M2 −
A1

A2

iω

c
lred1

)
+ u′1

(
A1

A2

+ M2
iω

c
leff1

)
(5.23)

Hier gilt wieder, dass das Produkt aus effektiver Länge und der Machzahl im allgemeinen
vernachlässigt wird. Die Terme M1A1/A2 und −M2 heben sich genau auf, da für kleine
Geschwindigkeiten M2 = M1A1/A2 gilt. Der Faktor A1/A2 vor dem Term der reduzierten
Länge resultiert aus der Approximation des Integrals in Gleichung (5.12). In der Arbeit
von Fischer [4] wurde das Integral bezüglich A2 definiert, wodurch sich die Flächen
später herauskürzen. Es erscheint jedoch nicht sinnvoll die Integrale der effektiven
und reduzierten Längen mit unterschiedlichen Bezugspunkten zu approximieren. In der
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späteren Herleitung einer möglichen Approximation der effektiven Länge wird diese
Problematik nochmals angesprochen.

Es ergibt sich somit folgende, möglichst allgemein gehaltene, Transfermatrix für den
Flächensprung:

Tpu =

 1 M1

[
1− ζ1 −

(
A1

A2

)2
]
− iω

c
leff1

−A1

A2

iω
c
lred1

A1

A2

 (5.24)

Analyse wichtiger Größen

Die effektive und reduzierte Länge Die effektive Länge wurde eingeführt um das
Integral in Gleichung (5.16) gegen einen quantitativ erfassbaren Ausdruck zu ersetzen.
Um besser die Problematik bei der Verwendung der effektiven oder auch der reduzierten
Länge zu verstehen, soll hier kurz die Herleitung der effektiven Länge ausgeführt werden.

Herleitung der effektiven Länge Das Prinzip der Herleitung besteht darin, die kine-
tische Energie vor oder nach dem Element mit der kinetischen Energiedichte über das
Element gleichzusetzen. Für die kinetische Energie vor dem Element gilt:

Ekin =
1

2
La (A1u1)

2 (5.25)

Da das Produkt aus Fläche mal Geschwindigkeit immer gleich sein muss, ist es auch
möglich die kinetische Energie nach dem Element analog anzugeben:

Ekin =
1

2
La (A2u2)

2 (5.26)

Es wird hier eine neue Größe, die Induktanz La, eingeführt, welche von Morse und
Ingard [8] aus analytischen Modellen hergeleitet wurde. Die Induktanz soll später näher
untersucht werden.

Ob die kinetische Energie vor oder nach dem Element als Bezugspunkt gewählt wird,
hängt von der Definition der effektiven Länge ab. Gleichung (5.16) nimmt Bezug auf die
Größen vor dem Element, daher muss auch bei ihrer Herleitung, die kinetische Energie
vor dem Element berücksichtigt werden. In den Arbeiten von Fischer [4], Gentemann und
Fischer [5] wurde bezüglich der Größen vor dem Element gerechnet. In der Arbeit von
Polifke et al. [12] und somit in dem Modell 2 in dieser Arbeit, wurde jedoch ausgehend von
den Größen nach dem Element gerechnet. Die unterschiedlichen effektiven Längen sollen
im folgenden, wie beim Verlustbeiwert, mit einem entsprechenden Index gekennzeichnet
werden.

Für die kinetische Energiedichte über das Element gilt:

Ekin =

∫ 2

1

1

2
ρu(x)2A(x) dx (5.27)
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Hier muss wieder das Produkt u(x)A(x) konstant sein und es ergibt sich für u(x):

u(x) =
u1A1

A(x)
=

u2A2

A(x)
(5.28)

Durch Umformen von (5.27) und mit der Definition der effektiven Länge leff1 ≡
∫ 2

1
A1/A(x) dx,

welche auch in den Arbeiten von Fischer verwendet wurde, ergibt sich:

Ekin =
1

2
ρ

∫ 2

1

u1A1u(x) dx =
1

2
ρu1A1

∫ 2

1

u1A1

A(x)
dx (5.29)

Dies setzt man gleich der kinetischen Energie vor dem Element und erhält:

Ekin =
1

2
La (u1A1)

2 =
1

2
ρu2

1A1

∫ 2

1

A1

A(x)︸ ︷︷ ︸
≡leff1

dx (5.30)

⇒ leff1 =
LaA1

ρ
(5.31)

Definiert man die effektive Länge in Abhängigkeit der Größen nach dem Element so
ergibt sich:

leff2 =
LaA2

ρ
(5.32)

Herleitung der reduzierten Länge Die reduzierte Länge dient dazu, das Integral aus
Gleichung (5.12) zu ersetzen. In der Arbeit von Fischer [4] wird eine Herleitung für die
reduzierte Länge angegeben, welche jedoch nicht korrekt sein kann, da die Einheit 1
Sekunde beträgt. Betrachtet man die Herleitung der reduzierten Länge in der Arbeit von
A. Fischer so stellt man bereits dort fest, dass sich die Einheiten nicht decken, daher ist
zu vermuten, dass bereits in den Annahmen bei der Herleitung Fehler unterlaufen sind.
Die reduzierte Länge wird dort angegeben zu:

lred1 = − ρ

Lac
(5.33)

Eine andere Möglichkeit das Integral zu approximieren wird in Gleichung (5.13) ange-
geben. Die wirkliche Länge L des Flächensprungs ist jedoch unbekannt, wodurch diese
Approximation nur eine Idee über die Größenordnung des Integrals gibt.

Analyse der effektiven und reduzieren Längen Die Einheit der effektiven und redu-
zierten Länge sollte 1 Meter sein, jedoch trifft dies nur auf die effektive Länge zu. Bei
der reduzierten Länge ergibt sich wiegesagt eine Einheit von 1 Sekunde, was keinen Sinn
macht und daher sicher falsch ist (siehe Herleitung).

Da die effektive Länge direkt proportional zur Induktanz ist, ergibt sich somit bei
konstanter Fläche ein ähnlicher Verlauf wie für die Induktanz, welche im Anschluss genauer
untersucht wird. Eine konstante Fläche ist jedoch nur für die Fläche des Rohrstücks
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A2 gegeben, d.h. für leff2. Es wurde in Abbildung 5.6 jeweils die entdimensionierte
effektive leff/D1 und reduzierte lred/D1 Länge aufgetragen. Die effektive Länge wird
mit zunehmenden Flächenverhältnis größer, die reduzierte nähert sich mit steigendem
Verhältnis schnell gegen Null.

Beide Längen sind maßgebend für die Steigung des Imaginärteils der Transfermatrix-
elemente T12 und T21 und damit auch für den Phasenverlauf verantwortlich.

Die Induktanz Die akustische Induktanz wird analog zu der Induktanz in der Elektroma-
gnetik über die kinetische Energie durch ein Element hergeleitet6. Für einen rechteckigen
Kanal wurde sie nach Morse und Ingard [8] angegeben zu:

La =
ρ

πz

[
(D1 −D2)

2

2D1D2

ln
D1 + D2

|D1 −D2|
+ ln

(D1 −D2)
2

4D1D2

]
(5.34)

mit der Tiefe z eines rechteckigen Kanals.

La ist bei konstanten Betriebsbedingungen nur eine Funktion des Durchmesserverhält-
nisses und maßgebend für die effektive und reduzierte Länge des Elements. Sie steigt
exponentiell mit dem Durchmesserverhältnis an und geht bei einem Durchmesserverhälnis
von 1 gegen 0. Die Einheit der Induktanz ist kg/m4.

Die Tiefe des Kanals z wird in der Arbeit von Fischer [4] zu z = D1/2 gesetzt. Im
Falle eines unendlich tiefen Kanals setzt man z = 1, für rotationssymmetische Kanäle
z = D1/2. Dabei ist anzumerken, dass Morse und Ingard die Tiefe eines rechteckigen
Kanals betrachten. In Abbildung 5.6 rechts oben ist der Verlauf der Induktanz einfach
Logarithmisch aufgetragen. Da hier D2 konstant gehalten wurde, ist z variabel, und die
Induktanz durchläuft ein Maximum.

Setzt man z = D2/2 so ergeben sich größere Werte für die Induktanz, was wie später
gezeigt wird, zu höheren Dämpfungen führt. Es wird im folgenden mit analog zu den
Arbeiten von Fischer mit z = D1/2 gerechnet. Denkbar ist jedoch auch die Berechnung
abhängig von D2. Später in Abbildung 5.8 wird der direkte Einfluss der Tiefe z auf die
Transfermatrix aufgezeigt.

Die Resistanz Die Resistanz beschreibt die Engergieverluste beim Durchlaufen des
Flächensprungs, hervorgerufen durch Reibungs- und Einlaufverluste. Von Morse und
Ingard [8] wurde sie angegeben zu:

Ra =
ρωδv

2D1z

|D1 −D2|
D2

(
1 +

|D2
1 −D2

2|
πD1D2

ln
D1 + D2

|D1 −D2|

)
(5.35)

mit der viskosen Grenzschicht δv, welche bereits aus Abschnitt 5.2.2 bekannt ist.

Ra ist bei konstanten Betriebsbedingungen eine Funktion der Durchmesser und der
Frequenz. Sie ist entgegen der Induktanz nicht direkt proportional zum Durchmesser-
verhältnis, sondern umgekehrt proportional zur Größenordnung der Durchmesser des

6In der Elektromagnetik handelt es sich um die magnetische Energie pro Element.
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Durchmesserverhältnisses, d.h. eine Erhöhung der Zahlenwerte der Durchmesser um den
Faktor 10 ergibt eine entsprechende Senkung der Resistanz um 10. Damit steigt die
Resistanz bei kleinen Durchmessern sehr stark an und hat im Falle von Durchmessern
im Millimeterbereich eine Größenordnung von 104 bei Kreisfrequenzen von 6000 Hz.

Die Steigung nimmt mit größerem Durchmesserverhältnis ab. Genau wie die Induktanz
geht Ra bei einem Durchmesserverhälnis von 1 gegen 0.

Der Verlustbeiwert Es werden untschiedliche Verlustbeiwerte ζ in den Modellen ver-
wendet. In der Arbeit von A. Fischer wird ausgehend von den Angaben von Morse
und Ingard [8] ein akustischer Verlustbeiwert, bezüglich der Größen vor dem Element,
angegeben:

ζ1 =
RaA1

ρc
(5.36)

Die Herleitung findet man im Artikel von Gentemann und Fischer [5] im Anhang 8.3. ζ1

ist abhängig von der Resistanz und steigt sowohl mit dem Flächenverhältnis als auch
mit der Frequenz an. In Abbildung 5.6 unten rechts wurde der Verlustbeiwert grafisch
aufgetragen. Er ist wie erwartet dimensionslos.

Im ta2-Packet wird ein anderer Verlustbeiwert verwendet. Er leitet sich direkt aus der
Strömungsmechanik ab und ist ein Maß für den Druckverlust beim Durchströmen des
Flächensprungs. Der Druckverlustbeiwert wurde dort in Abhängigkeit der Größen nach
dem Element angegeben, somit ist diese Form des Verlustbeiwerts nicht ohne weiteres in
der hier hergeleiteten Transfermatrix verwendbar. Es wird im ta2-Code unterschieden, ob
es sich um eine Querschnittsverängung (A1 > A2) oder um eine Erweiterung (A2 > A1)
handelt. Handelt es sich um eine Erweiterung so ergibt sich:

ζta2 extn
2 =

(
1− A2

A1

2)
(5.37)

Bei einer Verängung wird er nach Thomas [18] berechnet:

ζta2 cont
2 = 1.25

(
0.2 +

A1

A2

)(
1− A2

A1

2)
(5.38)
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Abbildung 5.6.: Wichtige Größen des Flächensprungs mit konstantem D2.

Analyse der Modelle 1 und 2

Die Transfermatrix des ersten Modells ist die allgemeine Transfermatrix, welche in der
Herleitung angegeben wurde (Formel 5.24). Schreibt man diese um so ergibt sich:

T (1)
pu =

(
1 M1 − ζ1M1 − A1

A2
M2 − iω

c
leff1

−A1

A2

iω
c
lred1

A1

A2

)
(5.39)

Das zweite Modell wurde aus dem Paper von Polifke et al. [12] entnommen und lautete
dort in fg-Notation:

T
(2)
fg =

1

2α

(
α(1 + M1) + 1−M2 − iω

c
leff2 α(1−M1)− 1 + M2 + iω

c
leff2

α(1 + M1)− 1−M2 − iω
c
leff2 α(1−M1) + 1 + M2 + iω

c
leff2

)
(5.40)

Transformiert man diese in pu-Notation, so ergibt sich:

T (2)
pu =

(
1 M1 − A1

A2
M2 − A1

A2

iω
c
leff2

0 A1

A2

)
(5.41)

Vergleicht man nun direkt die Transfermatixen so fällt als erstes auf, dass im zweiten
Modell die effektive Länge in bezug auf die Größen vor dem Element hergeleitet wurde.
Setzt man die entsprechenden Definitionen in die Matrizen ein, so erkennt man, dass
sich das Matrixelement T12 nur durch den Term mit dem akustischen Verlustbeiwert
unterscheiden. Desweiteren wurde im zweiten Modell das Matrixelement T21 vollständig
vernachlässigt. Die Unterschiede und das Verhalten der beiden Verlustmodelle sollen im
folgenden untersucht werden.
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Analyse bei konstantem Durchmesserverhältnis Das erste Matrixelement T11 ist
weder von der Frequenz noch vom Durchmesserverhältnis abhängig und sagt aus, dass
der Druck p′1 vor dem Element gleich dem Druck p′2 nach dem Element ist. Dieses
Verhalten ist mit dem verlustfreien Modell identisch. Die kleinen Druckverluste, welche
aufgrund der reduzierten Länge in Gleichung (5.22) auftreten, wurden in beiden Modellen
vernachlässigt.
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Abbildung 5.7.: Absolutwert der Transfermatrixen der Modelle 1 und 2 als Funktion der
Frequenz bei T = 3091 K, D1 ≈ 0.0165 m und M1 = 0.01

Das zweite Matrixelement T12 verknüpft den Druck p′1 vor dem Element mit der
Schnelle u′2 nach dem Element. Dieses Matrixelement ist hauptsächlich für die Verluste
des Flächensprungs verantwortlich.

Zunächst wurde ein konstantes Durchmesserverhältnis angenommen. Insbesondere die
Kreisfrequenz und die Machzahl nach dem Element sind in diesem Falle die entscheidenden
Variationsgrößen. Die effektive Länge ist für die Steigung des Imaginärteils verantwortlich
und bei konstanten Durchmesserverhältnis konstant. Der Imaginärteil liefert bei kleinen
Machzahlen den betragsmäßig entscheidenen Anteil, da der Realteil sehr klein wird.
Der Realteil hängt im wesentlichen nur von den Machzahlen ab, wobei sich im ersten
Modell der Realteil um den Faktor ζ1M1 vom zweiten Modell unterscheidet. Ob der
Realteil positiv oder negativ ist hängt davon ab, ob es sich um eine Expansion oder
eine Kontraktion handelt. Im ersten Fall (A1 < A2) ist er positiv im zweiten negativ.
Bei verschwindenen Machzahlen oder Frequenzen geht im ersten Fall der Realteil gegen
Null im zweiten Fall der Imaginärteil. Der Realteil ist somit für den Ordinatenwert bei
Frequenzen nahe oder gleich Null verantwortlich.

Für den Absolutwert des Matrixelements spielt der Realanteil bei höheren Frequenzen
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in erster Näherung keine Rolle mehr, da dieser sehr klein gegenüber dem Imaginärteil
wird.

Für die Phasenänderung spielen Real- und Imagiärteil eine gleichgroße Rolle. Bei klei-
nen Frequenzen geht die Phase gegen π. Für große Kreisfrequenzen geht sie asymptotisch
gegen π/2, wobei die Schallgeschwindigkeit eine wichtige Rolle bei der Skalierung spielt.
Wie schnell sich die Phase π/2 nähert hängt entscheidend von den Größenordnungen
von Real- und Imaginärteil ab, daher spielt die Machzahl eine wichtige Rolle für den
Phasenverlauf. Je kleiner die Machzahl gewählt wird, umso schneller geht die Phase
gegen π/2 bei großen Kreisfrequenzen.
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Abbildung 5.8.: Absolutwert der Transfermatrixen der Modelle 1 und 2 im direkten Ver-
gleich mit den Werten der FEM und CFD Simulationen aus Gentemann
und Fischer [5]. Dabei wurden die Berechnungen als Funktion der Fre-
quenz unter Normalbedingungen (T = 293 K) in Luft durchgeführt.
Die Durchmesser des Flächensprungs wurden aus [5] zu D2 = 0.2 m
bzw. D1 = 0.104 m übernommen. Die Machzahl im Rohrstück wurde zu
M2 = 0.001 angenommen.

Vergleicht man diese Ergebnisse mit denen aus der Arbeit von Gentemann und Fischer
[5] so ergibt sich eine sehr gute Übereinstimmung sowohl mit den Ergebnissen aus den FEM
Berechnungen als auch mit den direkten Messungen selber7. Die in der Arbeit angegebene
analytische Lösung weisst jedoch eine fast doppelt so große Steigung auf. Es wurde dort
vermutlich mit falscher Definition der effektiven Länge gerechnet. Die Berechnungen
der Arbeit von Gentemann und Fischer [5] und die hier aufgestellte analytische Lösung
wurden in Abbildung 5.8 unter Normalbedingungen von Luft gegenübergestellt. Die, für

7Welche in Abbildung 5.8 jedoch nicht geplottet wurden.
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die Berechnung der Induktanz wichtige Größe z (siehe Formel 5.34), welche die Tiefe des
Kanals nach Morse und Ingard [8] darstellt, wurde in Abhängigkeit der Durchmesser vor
und nach dem Flächensprung variiert. Die Variation der Tiefe z soll den Einfluss dieser
Größe auf den Flächensprung deutlich machen. Wie bereits in der Analyse der Induktanz
erwähnt wurde, ist diese Größe eine weitere Variationsgröße, welche unklar definiert ist.
Die Messungen und die FEM Berechnungen von Gentemann und Fischer [5] decken sich
jedoch besser mit den Ergebnissen, welche mit z1 berechnet wurden, es wird daher im
folgenden mit z = z1 = D1/2 weitergerechnet.

Das dritte Matrixemelements T21 verknüpft die Schnelle u′1 vor dem Element mit
dem Druck p′2 nach dem Element. Dieses wurde im Modell 2 gänzlich vernachlässigt.
Da die Induktanz im Nenner der reduzierten Länge steht ist diese sehr klein, daher
ist die Vernachlässigung des Elements in guter Näherung zulässig. Erst bei sehr hohen
Frequenzen werden relevante Werte erreicht. Dieses konnte durch die FEM und CFD
Berechnungen aus Gentemann und Fischer [5] bestätigt werden.

Untersucht man dennoch dieses Element, so stellt man fest, dass das Element rein
imaginär ist. Die Phasenänderung ist somit unabhängig von Machzahl, Frequenz oder
Durchmesserverhältnis fortlaufend π/2. Im Modell 2 wird diese Phasenänderung ver-
nachlässigt, was einer der größten Vereinfachungen dieses Modells darstellt. Die Pha-
senänderung deckt sich wieder mit den FEM Berechnungen, welche hier allerdings nicht
aufgeführt werden sollen.

Analyse bei konstanter Frequenz In Abbildung 5.9 wurde der Absolutwert der einzel-
nen Matrixelemente für den hier relevanten Fall einer Flächenkontraktion (A1 > A2) als
Funktion des Duchmesserverhältnisses8 bei ausgewählten Frequenzen geplottet.

Recht deutlich erkennt man, dass mit steigendem Flächenverhältnis, die Absolutwerte
der Nebendiagonalen (T12, T21) zunehmen, was höhere Verluste bedeutet. Für die Steigung
sind wieder die reduzierten und effektiven Längen hauptverantwortlich. Einen kleinen
Einfluss haben auch die Terme der Machzahlen, in denen auch das Durchmesserverhältniss
vorkommt. Das Element T21 ist selbst bei großen Verhältnissen sehr klein. Im Gegensatz
zum Element T12 durchläuft es ein Minimum bei etwa A1/A2 = 2. Dies ist auf die
reduzierte Länge zurückzuführen, die ebenfalls ein solches Verhalten aufweisst9.

Aufällig ist jedoch wieder die nahezu perfekte Übereinstimmung beider Modelle. Der
Einfluss des Verlustbeiwertes ist nicht zu erkennen.

Die Phasenänderung als Funktion des Durchmesserverhältnisses durchläuft ein Ma-
ximum bei etwa A1/A2 = 10. Bei einem Verhältnis gegen 1 geht die Phasenänderung
gegen −π und steigt bis zum erreichen des Maximums10 rasch an. Nach Durchlaufen des
Maximums nimmt die Phasenänderung nur leicht ab und kann als konstant über das
Flächenverhältnis angesehen werden. In Abbildung 5.10 wurde der Verlauf geplottet.

8Es wurde A2 konstant gehalten und A1 varariiert. Dies ist sinnvoll, da A2 bekannt und tatsächlich
konstant ist.

9Jedoch ist die Formel der reduzierten Länge wahrscheinlich nicht korrekt, was nicht vergessen werden
darf.

10Das Maximum ist in Abbildung 5.10 und den dort geplotteten Bedingungen nur schwer zu erkennen.
Ändert man das Flächenverhältnis und die Machzahlen so wird das Maximum jedoch deutlicher.
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Abbildung 5.9.: Absolutwert der Transfermatrixen der Modelle 1 und 2 einer Kontraktion
als Funktion des Duchmesserverhältnisses bei T = 3091 K, f = 5000 Hz
und M1 = 0.01
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Abbildung 5.10.: Phase der Transfermatrixelemente T12 und T21 der Modelle 1 und 2 einer
Kontraktion als Funktion der Frequenz und des Duchmesserverhältnisses
bei T = 3091 K, f = 5000 Hz, D1 ≈ 0.0165 m und M1 = 0.01
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Abschliessend kann man sagen, dass sich bis auf zwei kleine Vereinfachungen beide
Modelle sehr gut decken. Der Berechnungsaufwand vom zweiten Modell ist jedoch etwas
geringer, wodurch beide Modelle ihre Vorteile bei der Berechnung eines Flächensprungs
haben.

Das ta2-Modell

Das vom ta2-Code verwendete Modell verwendet einige andere Größen und macht etwas
andere Annahmen als die bisher vorgestellten Modelle. Die Hauptunterschiede liegen im
Verlustbeiwert, welcher ein strömungsmechnischer ist. Ausserdem wird die Phasendrehung
bedingt durch die effektive und reduzierte Länge vollständig vernachlässigt.

Es ist jedoch nicht möglich direkt aus dem ta2-Packet die Transfermatrix für den
Flächensprung zu plotten. Ein ausführlicherer Vergleich der ta2-Implementierung soll
daher im nächsten Kapitel anhand des vollständigen Modells für die λ/4-Resonatoren
erfolgen.
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5.4. Modellierung des λ/4-Resonators

Die Modellierung des kompletten Resonators soll durch Verknüpfung der einzelnen Trans-
fermatrizen erfolgen. Wie in den Grundlagen beschrieben ist es möglich, Transfermatrixen
einfach durch Matrixmultiplikation zu einer Systemmatrix zusammenzuführen. Die Impe-
danz und der Reflexionsfaktor vor dem Element sind die Zielgrößen bei der Modellierung.
Diese können als Randbedingung für weitere Berechnungen herrangezogen werden. Da
sich jedoch die Zielgrößen vor dem Element befinden, muss beim Flächensprung auf die
richtige Verwendung der Indizes geachtet werden. Es muss zwar eine Flächenkontrak-
tion modelliert werden, jedoch verknüpft die allgemeine Transfermatix aus Gleichung
(5.24) die bekannten Größen vor dem Element mit den Unbekannten nach diesem. Die
Transfermatrix muss daher invertiert werden um die bekannten Größen des schallharten
Abschlusses mit denen vor dem Flächensprung zu verknüpfen (siehe 4.2.2).

54 mm

8 mm

32
 m

m

16
 m

m

(1) (2)

ZwZ0

vollständiger ResonatorBrennkammer
(Systemmatrix)

T = 3981 K T = 300 K

Abbildung 5.11.: Unverzerrte schematische Darstellung eines vollständigen λ/4-
Resonators ausgehend von der Brennkammer bei unterschiedlichen
imaginären Durchmessern.

Bei einem verlustfreien Flächensprung kann eine solche Konfiguration als eine Flächen-
expansion berechnet werden, da die Inverse der Transfermatrix einer Kontraktion die
Transfermatrix einer Expansion ergibt. Bei einem verlustbehafteten Flächensprung ist
dies jedoch nicht ohne weiteres möglich, da sich die Verluste unterscheiden. Daher muss
hier die Inverse der Tranfermatix einer Kontraktion berechnet werden.

Für die Schallfeldgrößen vor dem Element ergibt sich somit unter Verwendung des
ersten Modells:
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(5.42)

Die Schallfeldgrößen bei 2, d.h. nach dem Element, können bei einem schallharten
Rohrabschluss direkt als Randbedingung angegeben werden. Wie schon in Abschnitt
4.2.2 verschwindet bei einem schallhartem Abschluss die Schnelle. Es gilt daher:

p′1
ρc

= T sys
11 · p′2

ρc
+ T sys

12 · 0 (5.43)

u′1 = T sys
21 · p′2

ρc
+ T sys

22 · 0 (5.44)

Somit lässt sich direkt die Impedanz, die sich vor dem Flächensprung einstellt, angeben:

Zsys
0 =

p′1
u′1

= ρc · T11

T21

(5.45)

Aus der Impedanz sind die Verluste nur schwer zu erkennen, es bietet sich daher an, aus
den bekannten Impedanzen den Reflextionsfaktor des Systems zu berechnen:

rsys =
Zsys

0 − Z0

Zsys
0 + Z0

(5.46)

Hierbei ist Z0 die Schallkennimpendanz ρc des Fluids in der Brennkammer und Zsys
0 die

oben berechnete Schallkennimpedanz, welche sich als Randbedingung für den vollständi-
gen Resonator am Einlauf ergibt.

Dieses Modell soll anhand unterschiedlicher Konfigurationen untersucht werden. Als
Referenzkonfiguration wird das Modell ohne Verluste herangezogen. Die folgende Liste
gibt eine Übersicht über die unterschiedlichen Konfigurationen:

• reines Rohrstück mit und ohne Verluste

• vollständig verlustfreie Konfiguration

• verlustfreier Flächensprung mit verlustbehafteten Rohrstück

• Modell 1/2 des Flächensprungs mit verlustbehafteten Rohrstück

• ta2-Modell bei Verbrennungsbedingungen (T = Tmax)

Da sich der Flächensprung direkt an der Brennkammer befindet ist es sinnvoll diesen
als vollständig ungekühlt anzunehmen. Für das Rohrstück müssen allerdings die mittleren
Betriebsbedingungen berechnet werden um ein sinnvolles Verhalten zu beobachten. Um
allerdings die Verschiebung der Resonanzlage infolge der Temperatur zu beobachten wird
die Temperatur im Rohrstück variiert.
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5.4.1. Analyse des reinen Rohrstücks

Betrachnet man ein reines Rohrstück ohne Verluste, so ergibt sich das in Kapitel 4.2
beschriebene Verhalten: Im Resonanzfall ist die Impedanz rein reel und gleich Null,
der Reflexionsfaktor ist somit auch rein reel und gleich -1. Im Zwischenbereich, als
Funktion der Frequenz, sind Imaginär und Realteil um π phasenverschoben, ergeben
jedoch einen konstanten Absolutwert von 1. Die Phase des Reflexionsfaktors ändert sich
im Resonanzfall sprunghaft von −π zu +π, dazwischen verläuft sie linear. In Abbildung
5.13 wurden Real, Imaginär, Phase und Absolutwert graphisch für ein Rohrstück der
Länge L = 0.054 m dargestellt.
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Abbildung 5.12.: Impedanz für ein Rohrstück mit und ohne Verluste bei T = Tmean mit
L = 0.054 m.

Die Resonanzlage ist sowohl von der Rohrlänge, als auch von den Betriebsbedingungen
abhängig. Die Schallgeschwindigkeit beeinflusst direkt die Wellenzahl, eine niedrigere
Schallgeschwindigkeit, bzw. eine niedrige Temperatur führt zur Resonanz bei kleineren
Frequenzen. Eine hohe Temperatur entsprechend für Resonanz bei höheren Frequenzen.

Die Verluste sind, wie schon in Abschnitt 5.2.1 gezeigt, auch abhängig von den Be-
triebsbedingungen und werden mit zunehmender Frequenz immer höher. In Abbildung
5.14 wurde der Absolutwert des Reflexionsfaktors bei unterschiedlichen Betriebsbedin-
gungen geplottet. Auffällig ist, dass der Reflexionsfaktor nur von den Verlusten im Rohr
abhängig ist. Selbst im Resonanzfall ist kein Mininum zu erkennen, das bedeutet, dass
ein einfaches Rohrstück zur erfolgreichen Dämpfung der Eigenfrequenzen nicht ausreicht.

Ein Rohrstück ist daher für die folgenden Phänomene verantwortlich:
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Abbildung 5.13.: Reflexionsfaktor für ein Rohrstück ohne Flächensprung und ohne Ver-
luste der Länge L = 0.054 m.
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Abbildung 5.14.: Reflexionsfaktor für ein Rohrstück mit dissipativen Verlusten, jedoch
ohne Flächensprung, bei unterschiedlichen Betriebsbedingungen mit
der Länge L = 0.054 m.
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• Einstellen der Resonanzlage bei einer konstanten Temperatur über die Länge des
Rohrstücks.

• Verursachen von resonanzunabhängigen Verlusten durch Dissipation und eventueller
Reibung.

5.4.2. Analyse des Modells mit Flächsensprung

Wie schon bei der Analyse im vorherigen Abschnitt gezeigt, ist der Flächensprung
abhängig vom Flächenverhältnis davor und danach. Die Fläche danach ist konstant und
hat einen Druchmesser von D2 = 8 mm. Die Fläche davor ist variabel. Es soll als erstes
mit einem Durchmesser von D1 ≈ 16.5 mm gerechnet werden. Dies entspricht etwa einem
Vierzigstel des Brennkammerumfangs. Für die Strömungsgeschwindigkeit wird im Rohr
eine feste Machzahl von M2 = 0.01 angenommen. Damit berechnet sich die Machzahl
vor dem Flächensprung direkt am Eintritt zu M1 ≈ 0.00235.

Vergleicht man die Impedanz des vollständigen Modells mit der des Rohrstücks, so ist
der Verlauf prinzipiell der Gleiche. Ein wichtiger Unterschied sind die deutlich höheren
Werte im Falle einer Flächenkontraktion11, sowohl für den verlustbehafteten als auch
für den verlustfreien Flächensprung. Ein weiterer wichtiger Unterschied, der aufgrund
der Verluste eintritt, besteht darin, dass der Absolutwert im Falle von Resonanz nicht
mehr gleich Null ist sondern etwas größere Werte einnimmt. Dieses Verhalten wurde in
Abbildung 5.15 geplottet.

Um die Verluste im Resonanzfall besser zu erkennen, ist es angebracht den Absolutwert
des Reflexionsfaktors für die unterschiedlichen Verlustmodelle graphisch darzustellen.
Dies wurde in Abbildung 5.17 gemacht. Deutlich erkennt man die erhöhten Verluste
im Resonanzfall. Dabei verhalten sich die Modelle 1 und 2 nahezu gleich. Interessant
ist, dass selbst die Kombination aus verlustfreien Flächensprung und verlustbehafteten
Rohrstück ein Reflexionsminimum im Resonanzfall aufweisst. Dadurch wird deutlich,
dass der Flächensprung, egal ob mit oder ohne Verluste entscheident dafür ist, dass
überhaupt eine Resonanzdämpfung eintritt. Dabei ist die Dämpfung durch Dissipation
im Rohr sogar höher als die vom Flächensprung, allerdings nur solange mit den oben
angegebenen Machzahlen und Durchmessern gerechnet wird.

In Abbildung 5.16 sind die einzelnen Anteile des Reflexionsfaktors, als Vergleich zum
Rohrstück (Abbildung 5.13), geplottet. Der prinzielle Verlauf ist der Gleiche, nur nahe der
Resonanzfrequenz erkennt man Unterschiede. Weiterhin ist der Phasenverlauf zwischen
den Resonanzfrequenzen nicht mehr linear.

Variation von Machzahl und Flächenverhältnis

Abschliessend soll der Einfluss von Machzahl und Flächenverhältnis analysiert werden.
Wie in der Analyse des Flächensprungs gezeigt, vergrößern sich die Verluste bei einem

11Im Falle einer Flächenexpansion wird die Impedanz kleiner.
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Abbildung 5.15.: Impedanz des vollständigen Modells mit und ohne Verluste bei
T = Tmean mit L = 0.054 m, M2 = 0.01 und D1 ≈ 0.016 m.
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Abbildung 5.16.: Reflexionsfaktor des vollständigen Modells ohne Verluste bei T = Tmean

mit L = 0.054 m, M2 = 0.01 und D1 ≈ 0.016 m.
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Abbildung 5.17.: Reflexionsfaktor des vollständigen Modells bei T = Tmean mit L = 0.054
m, M2 = 0.01 und D1 ≈ 0.016 m.

größeren Flächenverhältnis deutlich. Dies kann hier anhand des Reflexionsfaktors bestätigt
werden. Auffällig ist, dass die Breite des Peaks etwas geringer wird, was zu schärferen
Peaks führt. Eine größere Machzahl verursacht auch deutlich höhere Verluste, die Peaks
werden jedoch breiter.

In Abbildung 5.18 wurde der Durchmesser D1 verdoppelt, die Machzahl jedoch kon-
stant gehalten. Außerdem wurde in der Abbildung der Reflexionsfaktor bei unterschiedli-
cher Rohrlänge geplottet. Man erkennt sehr gut die Verschiebung der Resonanzfrequenz
zu höheren Frequenzen bei kürzerem Rohrstück. Für das entsprechende Rohrstück wurden
die entsprechenden mittleren Temperaturen und Zustandsgrößen berechnet. Für das Rohr
mit L = 0.054 m ergibt sich eine Schallgeschwindigkeit von etwa c0.054 ≈ 1167 m/s, für
das Rohr mit L = 0.025 m eine von c0.025 ≈ 1343 m/s (zur Berechnung siehe Abschnitt
5.2.1).

In Abbildung 5.19 wurde schliesslich die Machzahl im Rohrstück um den Faktor 10
erhöht was zu einer hypothetischen Machzahl in der Brennkammer von M1 ≈ 0.0235
führt. Allerdings ist mit der Annahme einer Machzahl von 0.1 im Rohrstück die Strömung
sicher voll turbulent, da die Reynolds-Zahl (Gleichung 5.10) sehr hohe Werte annimmt.
Dies wird jedoch in diesem Modell nicht berücksichtigt.

Aus der Abbildung 5.19 wird deutlich, dass die Machzahl einen erheblichen Einfluss
auf das Dämpfungsverhalten hat. Die Peaks werden erheblich breiter als die Peaks
unter Annahme eines größeren Durchmesserverhältnis. Weiterhin erkennt man, dass die
dissipative Dämpfung gleich geblieben ist und der wesentliche Anteil an Verlusten auf
den Flächensprung zurückzuführen ist.
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Abbildung 5.18.: Reflexionsfaktor des vollständigen Modells mit Verluste bei T = Tmean,
M2 = 0.01 und D1 ≈ 0.033 m
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Abbildung 5.19.: Reflexionsfaktor des vollständigen Modells bei T = Tmean mit L = 0.054
m, M2 = 0.1 und D1 ≈ 0.016 m.
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5.4.3. Vergleich mit dem ta2-Modell

Zur Validierung des in dieser Arbeit entwickelten Modells soll es mit dem ta2-Modell
verglichen werden. Es zeigt sich, dass das ta2-Modell in hohem Maße Übereinstimmungen
mit dem hier entwickelten Modell aufweisst. Die Impedanz am Flächensprungeintritt ist
nahezu gleich. Auch der Reflexionsfaktor zeigt ein gleiches Verhalten.
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Abbildung 5.20.: Reflexionsfaktor des vollständigen Modells nach dem ta2-Modell mit
T = Tmax und M2 = 0.01

Die Mathematica Berechnungsdatei, die zum Validieren verwendet wurde, ist im An-
hang B zu finden. Es wurde mit ungekühlten Rohrstücken bei Verbrennungsbedingungen
mit einer Rohrlänge von 50 mm gerechnet. Aufgrund der hohen Schallgeschwindigkeit im
ungekühlten Rohr, ergibt sich eine Resonanzfrequenz von etwa 6000 Hz. Das Rohrstück
im ta2-Modell ist ohne Verluste, nur der Flächensprung verursacht strömungsmechanische
Verluste. Wird mit einem Durchmesser D1 von etwa 32 mm gerechnet, so ergibt sich nach
Gleichung (5.38) ein Verlustbeiwert von etwa 19, bei einem Durchmesser von D1 = 16
mm ergibt sich einer von 3.3. Entsprechend ändert sich der Reflexionsfaktor. In der
folgenden Abbildung 5.20 wurde der Reflexionsfaktor aus dem ta2-Code geplottet12.

Auffallend ist, das sich die Breite des Peaks weder von der Machzahl noch vom
Flächenverhältnis abhängt. Es ergibt sich bei verschwindenen Machzahlen ein verlustfreier
Flächensprung, was einem vollständig verlustfreien Modell enstspricht, da das Rohrstück
keine dissipativen Verluste hervorruft, dieses Verhalten ist in Kurve (3) zu sehen. Insgesamt
verursacht daher das ta2-Modell, besonders bei kleinen Machzahlen weniger Verluste als
das hier aufgestellte Modell.

12Es wurde dafür, f und g einzelnd ausgegeben und anschliessend der Quotient berechnet.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Aufbauend auf der Arbeit von R. Fiereder konnte ein analytisches Modell zur Beschrei-
bung von λ/4-Resonatoren in einer Raketenschubkammer aufgestellt werden. Die Idee zur
Modellierung bestand darin, einen Flächensprung mit einem abgeschlossenem Rohrstück
zu kombinieren. Dabei reichte die reine verlustfreie Akustik nicht aus um eine Dämp-
fung an den Eigenfrequenzen des Brennkammersystems zu beobachten. Erst durch die
verlustbehaftete Beschreibung, unter Annahme einer Einströmgeschwindigkeit des Brenn-
kammergases in das Resonatorrohr, konnte das hier aufgestellte System eine Dämpfung
hervorrufen. Als Verluste wurden sowohl dissipative Verluste im Rohrstück des Resonators
als auch Einlauf- und Reibungsverluste durch den Flächensprung berücksichtigt. Dabei
wurde eine vollständige laminare Durchströmung des Rohrstücks angenommen, dies ent-
spricht vermutlich einer der größten Vereinfachungen dieses Modells. Es ist anzunehmen,
dass sich durch den Einlauf bei gekühlten Resonatoren eine turbulente Grenzschicht
ausbildet, welche eine höhere Energieumwandlung respektive Dämpfung mit sich bringt.

In der Arbeit von R. Fiereder wurde die reine Wellengleichung ohne Verlustterme in ein
FEM-Modell implementiert. Es ist daher wenig verwunderlich, dass ohne Berücksichtigung
der strömungsmechnischen Verlustterme kein Dämpfungsverhalten beobachtet werden
konnte. Jediglich eine Verstimmung des Systems wurde hervorgerufen. Eine angemessene
Modellierung müsste die Verlustterme zusätzlich berücksichtigen, dies würde allerdings
erheblichen Simulationsaufwand mit sich bringen. Es bietet sich daher in kommenden
Arbeiten an, das hier hergeleitete analytische Modell als Impedanzrandbedingung in das
FEM-Modell zu implementieren.
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A. Grundgleichungen

A.1. Erhaltungsgleichungen

Massenerhaltung Die Massenerhaltung in konservativer Form über ein Volumenbereich
Ω und seinem Rand ∂Ω lautet:∫

Ω

∂ρ

∂t
dΩ +

∫
∂Ω

ρuini · dS = 0 (A.1)

mit dem Vektor ni in Normalenrichtung. Unter Benutzung des Satzes von Gauss erhält
man ∫

Ω

(
∂ρ

∂t
+

∂(ρui)

∂xi

)
dΩ = 0 (A.2)

Diese Gleichung muss für alle Fluidvolumina Ω gelten, daher muss nicht nur das
Integral selber Null werden, sondern auch der Ausdruck unter dem Integral. Es ergibt
sich die Gleichung für die Massenerhaltung in differentieller Form:

∂ρ

∂t
+

∂(ρui)

∂xi

= 0 (A.3)

Impulserhaltung Analog zur Massenerhaltung, nur mit der Transportgröße (ρuj) an-
stelle von ρ ergibt sich die Impulserhaltung in konservativer Form zu:∫

Ω

∂ρuj

∂t
dΩ +

∫
∂Ω

(ρuj)uini · dS =
∑

Fj (A.4)

Die rechte Seite stellt die Summe aller an das Volumen angreifenden Kräfte dar. Für den
Euler-Fall sind nur die Druckkräfte vorhanden. Betrachtet man zusätzlich Reibung und
Wärmeleitung so ergeben sich die Navier-Stockes-Gleichungen.

Für den Euler-Fall ergibt sich die folgende Impulserhaltung in differentieller Form:

∂ρuj

∂t
+

∂(ρuiuj)

∂xi

= − ∂p

∂xj

(A.5)

und für den Fall der Navier-Stockes-Gleichungen:

∂ρuj

∂t
+

∂(ρuiuj)

∂xi

= − ∂p

∂xj

+
∂τij

∂xi

(A.6)

mit τij = 2µSij + (µd − 2/3µ) Skkδij, wobei Sij den Deformationstensor des Fluids
darstellt.
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B. Software

B.1. Octave Source-Code

Listing B.1: Transfermatix eines Rohrstuecks
1 % Transfermatix eines einfachen zylindrischen Rohrstuecks
2 % mit oder ohne Verluste mit Durchstroemung
3

4 function [mduct] = f duct2(f, x, t, alpha ds, alpha us, M)
5

6 global c;
7

8 omega = 2 .∗ pi .∗ f;
9 gama ds = alpha ds + j .∗ omega ./ (c .∗ (1 + M));

10 gama us = alpha us + j .∗ omega ./ (c .∗ (1 − M));
11

12 % transfer matrix
13

14 mduct(1,1) = 0.5 .∗ exp(j .∗ omega .∗ t) .∗ ( exp(gama ds .∗ x) + exp(−1 .∗ gama us .∗ x) );
15 mduct(1,2) = 0.5 .∗ exp(j .∗ omega .∗ t) .∗ ( exp(gama ds .∗ x) − exp(−1 .∗ gama us .∗ x) );
16 mduct(2,1) = 0.5 .∗ exp(j .∗ omega .∗ t) .∗ ( exp(gama ds .∗ x) − exp(−1 .∗ gama us .∗ x) );
17 mduct(2,2) = 0.5 .∗ exp(j .∗ omega .∗ t) .∗ ( exp(gama ds .∗ x) + exp(−1 .∗ gama us .∗ x) );

Listing B.2: Transfermatix eines Fläschensprungs nach Modell 1
1 % Flaeschensprung mit Verlusten (Modell 1)
2 % Analog A. Fischer, jedoch mit Korrekturen (siehe Arbeit)
3 function [mwidthchange] = f widthchange1(omega, a1, a2, m1, m2, z)
4

5 global rho, global c;
6

7 d1 = sqrt(4 .∗ a1 ./ pi);
8 d2 = sqrt(4 .∗ a2 ./ pi);
9

10 Induktanz = f inductance(d1, d2, z);
11 Resistance = f resistance(omega, d1, d2, z);
12

13 l eff1 = Induktanz .∗ a1 ./ rho;
14 l red1 = −1 .∗ rho ./ (Induktanz .∗ c); % l red fehlerhaft
15 zeta1 = Resistance .∗ a1 / (rho .∗ c);
16

17 % transfer matrix
18

19 mwidthchange(1,1) = 1;
20 mwidthchange(1,2) = (m1 .∗ (1 − zeta1 − (a1 ./ a2)ˆ2)) − ((j .∗ omega ./ c) .∗ l eff1);
21 mwidthchange(2,1) = −1 .∗ (a1 ./ a2) .∗ (j .∗ omega ./ c) .∗ l red1;
22 mwidthchange(2,2) = a1 ./ a2;
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Listing B.3: Temperaturfunktion im lambda/4 Rohrstueck nach R. Fiereder
1 % Temperaturfunktion in dem lambda/4 Rohrstueck
2 % zur Berechnung einer mittleren Temperatur
3 %
4 % flag = ”lin”: linearer Verlauf
5 % flag = ”exp”: exponentieller Verlauf
6 %
7 % Die magischen Zahlen skalieren die Exponentialfunktion
8 % neu und sind eine Funktion der L”ange der Absorbers.
9 % a = 16 und b = 0.2 fuer L = 54mm wurden

10 % von der EADS vorgebeben.
11 function [T z] = f temperature(z)
12

13 % Globale Variablen muessen belegt sein:
14 global T min, global T max, global L, global T flag;
15

16 % etwas lineare Regression (siehe Arbeit von R. Fiereder)
17 a = 0.75862 − 10.34483 .∗ L;
18 b = 2.96552 + 241.37931 .∗ L;
19

20 if (T flag == ’exp’);
21 % exponentiell
22 T z = T min + (T max − T min) ./ (1 + exp(a .∗ (z .∗ 1000 − b)));
23 else
24 % linear
25 T z = T max − (T max − T min) .∗ z ./ L;
26 end;

Listing B.4: Temperaturabhängige Stoffdaten
1 % Funktion zur Berechnung beliebiger Stoffwerte fuer das Gas in der Brennkammer
2 function [c, kappa, cp, rho, mu, lambda] = f properties(T)
3

4 % Anpassung an bekannte Werte (siehe Tabellen)
5 c = −1797.79487∗exp(−T/6979.01802) − 342.72225∗exp(−T/736.26251) + 2309.04745;
6 kappa = 1.40464 − 3.05112∗10ˆ(−4)∗T + 1.71761∗10ˆ(−7)∗Tˆ2 − 3.23335∗10ˆ(−11)∗Tˆ3;
7 cp = −0.54631∗exp(−T/1255.49002) − 0.54631∗exp(−T/1255.48961) + 2.1425;
8 rho = y = 4.92184∗exp(−T/1275.52082) + 25.17149∗exp(−T/230.0902) + 0.51195;
9 mu = y = (−1.92138∗exp(−T/5436.60749) − 0.15465∗exp(−T/616.41069) + 2.07071) ∗ 10ˆ(−4);

10 lambda = −0.00333 + 1.00782∗10ˆ(−4)∗T;

Listing B.5: Beispiel einer Absorberberechnung
1 % Stoffwerte am Injektor der Racketenschubkammer:
2 constants % m−File fuer globale Konstanten
3

4 global L, global T flag;
5

6 L = 0.054;
7 t = 0;
8

9 % Berechnung der mittleren Schallgeschwindigkeit im Absorber:
10 % Funktion der Temperatur (abhängig von L):
11 T flag = ’exp’;
12 [V, IER] = quad(’f temperature’, 0, L);
13 T m = 1./L .∗ V; % mittlere Temperatur im Rohrstueck
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14

15 T = T m;
16 [c, kappa, cp, rho, mu, lambda] = f properties(T);
17

18 f = 3000;
19 omega = 2 .∗ pi .∗ f;
20

21 % Transfermatrix des Flaechensprungs bei Eintritt
22 Tm flsprung0e = f widthchange0(A 1, A 2); % ohne Verluste
23 Tm flsprung1e = f widthchange1(omega, A 1, A 2, M 1, M 2, 0.5 .∗ D 1); % Modell 1 (Fischer)
24 Tm flsprung2e = f widthchange2(omega, A 1, A 2, M 1, M 2, 0.5 .∗ D 1); % Modell 2 (Polifke)
25

26 % Transfermatrix des Rohrstuecks von 0 bis L (Laenge L) zur Zeit t = 0
27 Tm rohr0e = f duct1(f, L, t, 0); % ohne Verluste
28 Tm rohr1e = f duct1(f, L, t, f duct kingsler(f, D 2)); % mit Verlusten (Kingsler)
29

30 % Berechnung der vollstaendigen Transfermatrix
31 Tm element0 = inv(Tm flsprung0e) ∗ Tm rohr0e;
32 Tm element1 = inv(Tm flsprung1e) ∗ Tm rohr1e;
33 Tm element2 = inv(Tm flsprung2e) ∗ Tm rohr1e;
34

35 % Impedanz eines Rohrstuecks mit schallhartem Abschluss
36 Z 0 = 1; % Dimensionslos (c = 1, rho = 1)
37

38 Impedanz0(f) = Z 0 .∗ Tm element0(1,1) ./ Tm element0(2,1);
39 Impedanz1(f) = Z 0 .∗ Tm element1(1,1) ./ Tm element1(2,1);
40 Impedanz2(f) = Z 0 .∗ Tm element2(1,1) ./ Tm element2(2,1);
41

42 % Reflexionsfaktor
43 r0(f) = (Impedanz0(f) − Z 0) ./ (Impedanz0(f) + Z 0);
44 r1(f) = (Impedanz1(f) − Z 0) ./ (Impedanz1(f) + Z 0);
45 r2(f) = (Impedanz2(f) − Z 0) ./ (Impedanz2(f) + Z 0);

B.2. ta2-Berechnungsdateien

Listing B.6: Mathematica ta2 Berechnungsdatei
1 ta2dir = ”\Wolfram Research\Mathematica\5.0\AddOns\Applications\\ta2\\”;
2 Get[ta2dir <> ”elements.m”]
3 loadedPackages
4 elements
5

6 ClearAll[mode, omega]
7 flow = {0, 0}
8 d1 = 0.03298;
9 d2 = 0.008;

10 a1 = d1ˆ2∗pi / 4;
11 a2 = d2ˆ2∗pi / 4;
12 m2 = 0.01;
13 m1 = m2 ∗ a2 / a1;
14 c = 1167.1;
15 rho = 0.9156;
16 flow[[1]] = {m1, c, d1, rho};
17 flow[[2]] = {m2, c, d2, rho};
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18 MatrixForm[flow];
19 ClearAll[omega, mode];
20 osc = {omega, mode};
21

22 syseq = {{}, {}}
23 syseq = speaker[{1}, {}, {1, ”in”}, flow[[1]], osc, syseq];
24 syseq = duct[{1, 2}, {}, {0.025}, flow[[1]], osc, syseq];
25 syseq = areaChange[{2, 3}, {}, {a1, a2}, flow[[1]], flow[[2]], osc, syseq];
26 syseq = duct[{3, 4}, {}, {0.025}, flow[[2]], osc, syseq];
27 syseq = duct[{4, 5}, {}, {0.025}, flow[[2]], osc, syseq];
28 syseq = reflExit[{5}, {}, {1, ”out”}, flow[[2]], osc, syseq];
29 syseq = %
30

31 response [{2}, {0}, flow, {10., 15000, 100}, {”z”, ”abs”}, ””, syseq]
32 response [{2}, {0}, flow, {10., 15000, 100}, {”z”, ”arg”}, ””, syseq]
33 response [{2}, {0}, flow, {10., 15000, 100}, {”f”, ”abs”}, ””, syseq]
34 response [{2}, {0}, flow, {10., 15000, 100}, {”g”, ”abs”}, ””, syseq]
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C. Tabellen

C.1. Eckdaten der Racketenbrennkammer

Durchmesser der Brennkammer: 0.210 m
Machzahl am Injektor: 0.000
maximale Temperatur in der Brennkammer: 3190.81 K
minimale Temperatur: 300 K
Anzahl der λ/4-Resonatoren: 40
maximale Länge der Resonatoren: 0.054 m
minimale Länge der Resonatoren: 0.025 m
Durchmesser der Resonatoren: 0.008 m

C.2. Stoffdaten

Das Gas in der Brennkammer am Injektoreintritt kann als ideal betrachtet werden. Die
Stoffdaten für unterschiedliche Temperaturen wurden aus dem NASA-GLENN Programm
zur Berechnung thermodynamischer Größen in Raketenschubkammern nach Gordon und
McBride gewonnen. In der nachfolgenden Tabelle sind die Stoffdaten, die in dieser Arbeit
verwendet wurden, aufgeführt:

T [K] 3190 2000 1000 500 300
ρ [kg/m3] 0,9156 1,5422 3,0853 6,7029 11,2360

cp [kJ/(kg · K)] 2,0553 1,9209 1,6562 1,3943 1,2908
κ 1,1337 1,2230 1,2511 1,2659 1,3367

c [m/s] 1167,1 934,0 667,9 455,8 361,8
µ [10−4 Pa · s] 1,0045 0,7318 0,4465 0,2492 0,1564
λ [W/(m · K)] 0,3152 0,2006 0,1052 0,0421 0,0246

Pr [-] 0,6550 0,7007 0,7027 0,8249 0,8198
M [kg/kmol] 22,0770 23,3140 23,3200 25,3320 25,4790

R [J/(kg · K)] 376,60 356,62 356,53 328,21 326,32

Tabelle C.1.: Stoffdaten für das Brennkammergas
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grundlagen. Workshop zur VDI-Richtlinie 3733, 1996.

[16] Gh.R. Sinambari, H. Hermann, und M. Fallen. Ingenieur Akustik, volume 3. Vieweg,
2001.

[17] G.P. Sutton und O. Biblarz. Rocket Propulsion Elements. Book News, 7th edition,
2004.

[18] K.T. Thomas. Calculations of acustic impedance in practical combustion systems.
British Gas internal report, 1983.

[19] Ivar Veit. Technische Akustik. Vogel-Verlag, 5. Auflage, 1996.

[20] K. S. Yeo, B. C. Khoo, und H.Z. Zhao. The convective und absolute instability of
fluid flow over viscoelastic compliant layers. Journal of Sound und Vibration, 223
(3):379–398, 1999.

60


	Nomenklatur
	Einleitung
	Motivation
	Ziel der Arbeit

	Flüssigkeits-Raketentriebwerke
	Verbrennungsprozess
	Verbrennungsinstabilitäten
	Thermoakustische Schwingungen
	Instabilitäten in Raketentriebwerken


	Grundlagen
	Akustik
	Linearisierte Gleichungen
	Lösungen der Wellengleichung

	Transfermatrixen
	Akustische Netzwerke


	Akustische Resonatoren
	Einleitung
	/4-Rohrstück
	Grundgleichungen der Rohrakustik
	Resonanz mit Rohr mit schallhartem Abschluss
	Rohr mit schallweichem oder endlichem Abschluss

	Helmholtz-Resonator

	Modellierung und Analyse des /4-Resonators
	Idee und Entwicklungsumgebung
	/4-Rohrstück
	Temperaturverlauf
	Verlustmechanismen
	Einfluss einer mittleren Strömung
	Abschliessende Bemerkungen zum Rohrstück

	Flächensprung
	Grundgleichungen
	Verlustfreies Modell (Modell 0)
	Verlustmodelle

	Modellierung des /4-Resonators
	Analyse des reinen Rohrstücks
	Analyse des Modells mit Flächsensprung
	Vergleich mit dem ta2-Modell


	Zusammenfassung und Ausblick
	Grundgleichungen
	Erhaltungsgleichungen

	Software
	Octave Source-Code
	ta2-Berechnungsdateien

	Tabellen
	Eckdaten der Racketenbrennkammer
	Stoffdaten

	Literatur

